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Yar¬gruplarda Temel Tan¬mlar

Tan¬m
S bir yar¬grup ve x 2 S olsun. E¼ger

x2 = x

ise x eleman¬na bir idempotent denir.

; 6= A � S için A daki tüm idempotentlerin kümesi E (A) ile
gösterilir.
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Do¼guray Kümesi

Tan¬m

S bir yar¬grup ve ; 6= A � S olmak üzere S nin A y¬içeren en
küçük altyar¬grubuna A taraf¬ndan do¼gurulan altyar¬grup denir
ve hAi ile gösterilir.

Kolayca gösterilebilir ki,

hAi =
�
a1 � � � an : a1; : : : ; an 2 A; n 2 Z+

	
d¬r; yani A üzerindeki tüm sonlu çarp¬mlar¬n kümesidir.
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Do¼guray Kümesi

Tan¬m
S bir sonlu do¼gurayl¬yar¬grup olmak üzere,

rank (S) = minf jAj : hAi = S g

say¬s¬na S nin rank¬ve S nin rank (S) elemanl¬bir do¼guray
kümesine minimal do¼guray kümesi denir.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Tan¬m

�, X üzerinde bir ba¼g¬nt¬(� � X � X) olmak üzere

8x 2 X için jx�j � 1

ise � ya X üzerinde bir k¬smi dönüşüm ve

8x 2 X için jx�j = 1

ise � ya X üzerinde bir (tam) dönüşüm (fonksiyon) denir.

Burada,
x� = fy 2 X : (x ; y) 2 �g

şeklindedir.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Tan¬m
X kümesi üzerinde tan¬ml¬k¬smi dönüşümlerin ve tam

dönüşümlerin oluşturdu¼gu kümeler, bileşke işlemi ile birer yar¬grup
olup bu yar¬gruplara s¬ras¬yla X üzerindeki k¬smi dönüşümler
yar¬grubu PX ve (tam) dönüşümler yar¬grubu TX denir.

TX � PX oldu¼gu aç¬kt¬r.

E¼ger X , n elemanl¬sonlu bir küme ise (permütasyonlar grubu Sn
de oldu¼gu gibi) X = Xn = f1; 2; : : : ; ng şeklinde kabul edebiliriz.
Bu durumda, PX ve TX yerine k¬saca Pn ve Tn yaz¬l¬r.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Tan¬m
� 2 Pn olmak üzere,

dom (�) = fx 2 Xn : 9y 2 Xn; (x ; y) 2 �g;
im (�) = fy 2 Xn : 9x 2 Xn; (x ; y) 2 �g ve
h (�) = jim (�)j;
ker(�) = f(x ; y) 2 Xn � Xn : (x ; y 2 dom (�) ve x� = y�)

veya (x ; y =2 dom (�))g

s¬ras¬yla � n¬n tan¬m kümesi, görüntü kümesi, yüksekli¼gi ve
çekirdek kümesi olarak adland¬r¬l¬r.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Ayr¬ca, �; � 2 Pn için

dom (��) � dom (�)

im (��) � im (�) ve

ker(�) � ker(��)

oldu¼gu kolayca görülebilir.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Tan¬m
� 2 Pn olmak üzere,

kp (�) = fy��1 : y 2 im (�)g

kümesi ve
ks (�) =

�
kp (�);Xn n dom (�)

�
s¬ral¬ikilisi s¬ras¬yla � n¬n çekirdek parçalan¬̧s¬ve çekirdek yap¬s¬
olarak adland¬r¬l¬r.

Burada,
y��1 = fx 2 X : (x ; y) 2 �g

şeklindedir.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Tan¬m
Xn üzerindeki do¼gal s¬ralama alt¬nda S¬ra-koruyan dönüşüm

yar¬grubu On ve K¬smi s¬ra-koruyan dönüşüm yar¬grubu POn

On = f� 2 Tn n Sn : x � y ) x� � y� (8x ; y 2 Xn)g; ve
POn = f� 2 Pn n Sn : x � y ) x� � y� (8x ; y 2 dom (�))g

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Tan¬m

A = fA1; : : : ;Akg bir Y � Xn kümesinin herhangi bir parçalan¬̧s¬
olsun. E¼ger

her 1 � i � k � 1; x 2 Ai ve y 2 Ai+1 için x < y

oluyorsa A = (A1; : : : ;Ak ) bir s¬ral¬parçalan¬̧s olarak adland¬r¬l¬r.
Ayr¬ca, her 1 � i � k için

jfa1; : : : ; akg \ Ai j = 1

ise fa1; : : : ; akg kümesine A n¬n bir transversali denir.
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Dönüşüm Yar¬gruplar¬

Tan¬m
1 � r � n � 1 için

O(n; r) = f� 2 On : jim (�)j � rg ve
PO(n; r) = f� 2 POn : jim (�)j � rg

s¬ras¬yla On ve POn nin altyar¬gruplar¬olurlar.

Dikkat edilirse O(n; n � 1) = On ve PO(n; n � 1) = POn olur.
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Araşt¬rma Konumuz ve Önemi

Cayley teoreminin bir benzeri olarak, her sonlu yar¬grup sonlu
bir küme üzerindeki tüm dönüşümler yar¬grubunun bir
altyar¬grubuna izomorftur. Dolay¬s¬yla, Tn in ve altyar¬gruplar¬n¬n
sonlu do¼guray kümelerini bulma problemi yar¬grup teorisinde başl¬
baş¬na bir araşt¬rma konusu olmuştur.
Biz de daha önce Tn nin bir altyar¬grubu olan ve Singn = Tn n Sn

ile gösterilen "tekil dönüşüm yar¬grubu" nu incelemiş ve herhangi
bir altkümesinin bir (minimal) do¼guray kümesi olabilmesi için
gerekli ve yeterli olan koşullar¬bulmuştuk ([1]).
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Araşt¬rma Konumuz ve Önemi

Bu çal¬̧smam¬zda ise ayn¬problemi, 2 � r � n � 1 olmak üzere,
O(n; r) altyar¬grubu için düşünüp buldu¼gumuz sonuçlar¬PO(n; r)
altyar¬grubuna da genelleştirdik.
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Daha Önce Yap¬lan Baz¬Çal¬̧smalar

Howie On nin, yüksekli¼gi n � 1 olan idempotentleri taraf¬ndan
do¼guruldu¼gunu ve daha sonra da Gomes ile birlikte rank¬n¬n n
oldu¼gunu gösterdi. Yine Gomes and Howie POn nin, yüksekli¼gi
n � 1 olan idempotentleri taraf¬ndan do¼guruldu¼gunu ve rank¬n¬n
2n � 1 oldu¼gunu gösterdi.
Ayr¬ca, 2 � r � n � 2 için, Garba O(n; r) ve PO(n; r)

altyar¬gruplar¬n¬n da yüksekli¼gi r olan idempotentleri taraf¬ndan
do¼guruldu¼gunu ve ranklar¬n¬n s¬ras¬yla

�n
r

�
ve
Pn
k=r

�n
k

��k�1
r�1
�

oldu¼gunu gösterdi.
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Green Denklik Ba¼g¬nt¬lar¬

Tan¬m
S yar¬grubu üzerinde tan¬mlanan

L =
�
(a; b) 2 S � S : S1a = S1b

	
R =

�
(a; b) 2 S � S : aS1 = bS1

	
ba¼g¬nt¬lar¬birer denklik ba¼g¬nt¬s¬olup bu denklik ba¼g¬nt¬lar¬na
s¬ras¬yla sol green (L�green) ve sa¼g green (R�green) denklik
ba¼g¬nt¬s¬denir.

Tan¬m
L ve R yi içeren en küçük denklik ba¼g¬nt¬s¬na D-green denklik

ba¼g¬nt¬s¬denir ve D ile gösterilir.

L \R denklik ba¼g¬nt¬s¬na da H-green denklik ba¼g¬nt¬s¬denir
ve H ile gösterilir.
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O(n; r) ve PO(n; r)

Önerme 1.

Herhangi iki �; � 2 O(n; r) (veya PO(n; r)) için

(�; �) 2 L , im (�) = im (�);

(�; �) 2 R , ks (�) = ks (�);

(�; �) 2 D , h (�) = h (�) ve

(�; �) 2 H , � = �

olur. �

Her 1 � r � n � 1 için O(n; r) (PO(n; r)) de yüksekli¼gi k olan
tüm elemanlar¬n oluşturdu¼gu D-green denklik s¬n¬f¬Dk ile gösterilir.
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O(n; r) ve PO(n; r)

Bir Y � O(n; r) için

hY i = O(n; r), hY \ Dr i = O(n; r)

oldu¼gundan O(n; r) nin do¼guray kümeleri için sadece Dr nin
altkümelerini düşünmek yeterlidir.
Ayr¬ca, X � Dr için

hX i = O(n; r), E (Dr ) � hX i

şeklindedir.
Ayn¬durum PO(n; r) için de geçerlidir.
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O(n; r) ve PO(n; r)

Önerme 2.

n; k � 2 ve 1 � r � n � 1 için O(n; r) ( veya PO(n; r)) de
�; �; �1; : : : ; �k 2 Dr olsun. O halde

(i)

�� 2 Dr , im (��) = im (�)

, im (�); � n¬n çekirdek parçalan¬̧s¬

kp (�) n¬n bir transversalidir.

(ii) �1 � � ��k 2 Dr , her 1 � i � k � 1 için �i�i+1 2 Dr .
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O(n; r) ve PO(n; r)

·Ispat:

� =

�
A1 : : : Ar
a1 : : : ar

�
;

� =

�
B1 : : : Br
b1 : : : br

�
olarak göz önüne al¬n¬rsa ilk iddian¬n do¼grulu¼gu kolayca görülebilir.
·Ikinci iddia ise tümevar¬mla kolayca gösterilebilir. �
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O(n; r) ve PO(n; r)

Tan¬m

O(n; r) ( veya PO(n; r)) de X � Dr olmak üzere �X yönlü
gra�¼gini,

köşe kümesi V = V (�X ) = X ve

yönlü kenar listesi

�!
E =

�!
E (�X ) = f(; �) 2 V � V : � 2 Drg

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Herhangi u; v 2 V (�X ) için e¼ger u dan v ye bir yönlü patika
varsa; yani (u; v) 2 �!E (�X ) veya baz¬w1; : : : ;wn 2 V (�X ) için

(u;w1); : : : ; (wi ;wi+1); : : : ; (wn; v) 2
�!
E (�X )

ise, u köşesi v köşesine ba¼gl¬diyece¼giz.
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O(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

Teorem 1.

2 � r � n � 1 ve X � Dr olmak üzere X in, O(n; r) nin bir
do¼guray kümesi olmas¬için gerek ve yeter koşul her � 2 Dr
idempotenti için

(i) ker(�) = ker(�),

(ii) im (�) = im (�), ve

(iii) �X yönlü gra�¼ginde �, � ya ba¼gl¬

olacak şekilde �; � 2 X elemanlar¬n¬n var olmas¬d¬r.
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O(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

·Ispat: ()) X , O(n; r) nin bir do¼guray kümesi ve � 2 E (Dr )
olsun. O halde,

�1 � � ��k = �

olacak şekilde �1; : : : ; �k 2 X vard¬r. ker(�1) � ker(�),
im (�) � im (�k ) ve h (�1) = h (�k ) = h (�) = r oldu¼gundan
ker(�1) = ker(�) ve im (�k ) = im (�) olur. Böylece (i) ve (ii)
koşullar¬sa¼glanm¬̧s olur. Ayr¬ca, Önerme 2. (ii) den her
1 � i � k � 1 için �i�i+1 2 Dr olur. Dolay¬s¬yla �X de �i den �i+1
ye yönlü kenar ve �1 den �k ya yönlü patika vard¬r. O halde �1, �k
ya ba¼gl¬olup son koşul da sa¼glan¬r.
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O(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

(() E (Dr ) � hX i oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

� 2 E (Dr ) olsun. (i), (ii) ve (iii) den dolay¬ker(�) = ker(�),
im (�) = im (�) ve �X yönlü gra�¼ginde �, � ya ba¼gl¬olacak şekilde
�; � 2 X vard¬r. O halde, � dan � ya bir

� = �1 ! �2 ! � � � ! �k�1 ! �k = �

yönlü patika vard¬r ve dolay¬s¬yla her 1 � i � k � 1 için
�i�i+1 2 Dr olur. Önerme 2. (ii) den,  = �1 � � ��k 2 Dr . Benzer
şekilde im () = im (�k ) = im (�) = im (�) ve
ker() = ker(�1) = ker(�) = ker(�) olup � ve  ayn¬Green
H-s¬n¬f¬ndad¬r. Yani, � =  2 hX i ve böylece E (Dr ) � hX i olur. �
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O(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

Sonuç

2 � r � n � 1 için rank (O(n; r)) =
�n
r

�
olup, j X j=

�n
r

�
olmak

üzere X in, O(n; r) nin bir minimal do¼guray kümesi olmas¬için
gerek ve yeter koşul yukar¬daki koşullar¬n sa¼glanmas¬d¬r.
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O(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

Önerme 3.

2 � r � n � 1 ve
�n�1
r�1
�
= m olmak üzere P1; : : : ;Pm Xn nin r

tane s¬ral¬kümeye tüm parçalan¬̧slar¬olsunlar. O halde Xn nin
eleman say¬lar¬r olan m tane farkl¬I1; : : : ; Im altkümesi vard¬r
öyleki; her 1 � i � m için Ii , Pi nin bir transversalidir.

Önerme 4.

2 � r � n � 1 ve
�n�1
r�1
�
= m olmak üzere P1; : : : ;Pm Xn nin r

tane s¬ral¬kümeye tüm parçalan¬̧slar¬olsunlar. O halde

(i) kp (�1) = Pm ve kp (�i ) = Pi�1, her 1 < i � m;
(ii) im (�i ) 6= im (�j ) e¼ger 1 � i 6= j � m; ve
(iii) her 1 � i � m � 1 için im (�i ), kp (�i+1) = Pi n¬n bir

transversali ve im (�m), kp (�1) = Pm n¬n bir transversali.

olacak şekilde �1; : : : ; �m 2 Dr vard¬r.
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O(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

O(n; r) nin Minimal Do¼guray Kümelerinin Yap¬s¬:

2 � r � n � 1,
�n�1
r�1
�
= m ve

�n
r

�
= t olmak üzere P1; : : : ;Pm Xn

nin r tane s¬ral¬kümeye tüm parçalan¬̧slar¬ve L1; : : : ; Lt Dr deki
tüm Green L-s¬n¬�ar¬olsunlar. Önerme 4. den

(i) kp (�1) = Pm ve kp (�i ) = Pi�1, her 1 < i � m;
(ii) im (�i ) 6= im (�j ) e¼ger 1 � i 6= j � m; ve
(iii) her 1 � i � m � 1 için im (�i ), kp (�i+1) = Pi n¬n bir

transversali ve im (�m), kp (�1) = Pm n¬n bir transversali.

olacak şekilde �1; : : : ; �m 2 Dr vard¬r. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, her
1 � i � m için �i 2 Li olsun. E¼ger her 1 � j � t �m için Lm+j
den bir �m+j eleman¬al¬rsak

X = f�1; : : : ; �m ; �m+1; : : : �tg

O(n; r) nin bir minimal do¼guray kümesi olur.
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PO(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

Teorem 2.

2 � r � n � 1 ve X � Dr olmak üzere X in, PO(n; r) nin bir
do¼guray kümesi olmas¬için gerek ve yeter koşul her � 2 Dr
idempotenti için

(i) ks (�) = ks (�),

(ii) im (�) = im (�), ve

(iii) �X yönlü gra�¼ginde �, � ya ba¼gl¬

olacak şekilde �; � 2 X elemanlar¬n¬n var olmas¬d¬r.
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PO(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

·Ispat: Her �; � 2 Pn için dom (��) � dom (�) oldu¼gu göz
önüne al¬narak Teorem 1. in ispat¬na benzer şekilde ispatlan¬r.
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PO(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

Sonuç

2 � r � n � 1 için rank (PO(n; r)) =
Pn
k=r

�n
k

��k�1
r�1
�
olup,

j X j=
Pn
k=r

�n
k

��k�1
r�1
�
olmak üzere X in, PO(n; r) nin bir

minimal do¼guray kümesi olmas¬için gerek ve yeter koşul
yukar¬daki koşullar¬n sa¼glanmas¬d¬r.
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PO(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

Önerme 5.

2 � r � n � 1 ve
�n
r

�
= m olmak üzere I1; : : : ; Im Xn nin r

elemanl¬tüm altkümeleri olsunlar. O halde her 1 � i � m için Xn
nin bir Air+1 altkümesi ve Xn n Air+1 nin bir Pi = (Ai1 ; : : : ;Air ) s¬ral¬
parçalan¬̧s¬vard¬r öyleki; her 1 � i � m için Ii , Pi nin bir
transversalidir ve 1 � i 6= j � m için Pi 6= Pj dir.

Önerme 6.

2 � r � n � 1 ve
�n
r

�
= m olmak üzere I1; : : : ; Im Xn nin r

elemanl¬tüm altkümeleri olsunlar. O halde

(i) im (�i ) = Ii , her 1 � i � m;
(ii) ks (�i ) 6= ks (�j ) e¼ger 1 � i 6= j � m; ve
(iii) her 1 � i � m � 1 için Ii , kp (�i+1) n¬n bir transversali ve Im ,

kp (�1) in bir transversali.

olacak şekilde �1; : : : ; �m 2 Dr vard¬r.
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PO(n; r) nin Do¼guray Kümeleri

PO(n; r) nin Minimal Do¼guray Kümelerinin Yap¬s¬:

2 � r � n � 1,
�n
r

�
= m ve

Pn
k=r

�n
k

��k�1
r�1
�
= t olmak üzere

I1; : : : ; Im Xn nin r elemanl¬tüm altkümeleri ve R1; : : : ;Rt Dr deki
tüm Green R-s¬n¬�ar¬olsunlar. Önerme 6. dan
(i) im (�i ) = Ii , her 1 � i � m;
(ii) ks (�i ) 6= ks (�j ) e¼ger 1 � i 6= j � m; ve
(iii) her 1 � i � m � 1 için Ii , kp (�i+1) n¬n bir transversali ve Im ,

kp (�1) in bir transversali.

olacak şekilde �1; : : : ; �m 2 Dr vard¬r. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, her
1 � i � m için �i 2 Ri olsun. E¼ger her 1 � j � t �m için Rm+j
den bir �m+j eleman¬al¬rsak

X = f�1; : : : ; �m ; �m+1; : : : �tg

PO(n; r) nin bir minimal do¼guray kümesi olur.
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