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Yarigrup Teorisi Nedir?

"Yarigrup” terimi ilk olarak 1904 yilinda Monsieur I'Abbé J. A.
Séguier'in " Elements de la Théorie des Groupes Abstraits” adli
kitabinda yer almis ve 1926-1928 yillarinda A. K. Sushkevich'in bir
sonlu yarigrubun minimal idealinin yapisini belirlemesiyle gelisim
siirecine baslamistir. 1950'li yillarin sonunda da yarigrup teorisinin
kendisi modern cebirin basli basina bir alt dali haline gelmistir.

Yarigruplarin zengin bir soru igerigine sahip olmasinin yani sira,
grup ve halka teorisi basta olmak lizere, matematigin diger alanlar
ve bilgisayar bilimleri ile olan baglantisi da yarigrup teorisinin
onemini arttirmistir.
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Yarigruplarda Temel Tanimlar

@ Yarigrup nedir?
@ Altyarigrup nedir?

@ Monoid nedir?

S bir yarigrup ve x € S olsun. Eger

X2:X

ise x elemanina bir idempotent denir.
0+ ACS icin A daki tiim idempotentlerin kiimesi E(A) ile
gosterilir.
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Doguray Kumesi

S bir yarigrup ve ) # A C S olmak lizere S nin A yi iceren en
kiiciik altyarigrubuna A tarafindan dogurulan altyanigrup denir
ve (A) ile gosterilir.

Kolayca gosterilebilir ki,
(A) = {al~--a,, 1ay,...,an €A, n€Z+}

dir; yani A tizerindeki tim sonlu ¢arpimlarin kiimesidir.
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Doguray Kumesi

@ Eger bir ) #A C Sicin S = (A) ise A ya S nin bir doguray
kiimesi denir.

o Eger bir ) # AC E(S) icin S = (A) ise Aya S nin bir
idempotent doguray kiimesi ve S ye de idempotent
dogurayh yarigrup denir.

@ Eger S nin sonlu bir (idempotent) doguray kiimesi varsa S ye
sonlu (idempotent) dogurayh yarigrup denir.
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Doguray Kumesi

S bir sonlu dogurayli yarigrup olmak lizere,

rank (S) = min{ |A| : (A) = S}

sayisina S nin ranki ve S nin rank (S) elemanli bir doguray
kiimesine minimal doguray kiimesi denir.

Tanim

S sonlu idempotent dogurayli bir yarigrup olmak iizere
idrank (S) = min{ |A| : (A) =S, AC E(S)}

sayisina S nin idempotent ranki ve S nin idrank (S) elemanli bir
doguray kiimesine minimal idempotent doguray kiimesi denir.
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Green Denklik Bagintilari

S bir yarigrup ve 0 # | C S olsun. Eger SI C | ise | ya S nin bir
sol ideali ve eger IS C | ise | ya S nin bir sag ideali denir. Eger
1, S nin hem sol hemde sag ideali ise | ya S nin bir (iki tarafl )
ideali denir ve | < S ile gosterilir.

S bir yarigrup ve a € S olsun. S nin a elemanini iceren en
kiiciik sol, sag ve (iki tarafl) ideali sirasiyla

Sta=Sau{a} = {xa:x e S'}
aS'=aSu{a}={ay:yeS'}

S'aS' = SaSUSaUaSu{a} = {xay : x,y € S'}
dir.
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Green Denklik Bagintilari

Tanim

S vyanigrubu (zerinde tanimlanan

£=1{(ab)eSxS:S'a=S"b}

R ={(a,b) €S xS:aS" =bS'}

bagintilari birer denklik bagintisi olup bu denklik bagintilarina
sirastyla sol green (L—green) ve sag green (R—green) denklik
bagintisi denir.

Onerme ([3], Proposition 2.1.3)

S lizerindeki sol-green bagintisi L ve sag—green bagintisi R
degismelidir. Yani Lo R =R o L dir. |
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Green Denklik Bagintilari

L ve R yi iceren en kiiciik denklik bagintisina D-green denklik
bagintisi denir ve D ile gosterilir.

J
Tanim

L NR denklik bagintisina da H-green denklik bagintisi denir
ve H ile gosterilir.
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Green Denklik Bagintilari

Onerme ([3], Lemma 2.2.5)

S bir yarigrup ve H, S de bir H-green denklik sinifi ise ya
H?NH= () yada H? =H dir ve bu durumda H, S nin bir
altgrubudur. ]

Bunun bir sonucu olarak; eger, S de bir H-green denklik sinifi H
bir idempotent iceriyorsa H, S nin bir altgrubudur.
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Donusum Yarigruplari

X bos olmayan bir kiime olmak tizere X x X in bos olmayan
her alt kiimesine X tizerinde bir baginti dendigini biliyoruz. X
uzerindeki tum bagintilarin kiimesini By ile gosterelim.

Tanim

X bos olmayan bir kiime ve o, B € Bx olmak iizere Bx tizerinde
bir carpma (bileske) islemi

aof={(x,y):3z€ X icin (x,z) € a ve (z,y) € B}

seklinde tanimlansin. Bx bu islemle bir yarigruptur ve bu yarigruba
(tiim) bagintilar yanigrubu denir.
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Donusum Yarigruplari

Tanim
B € Bx olmak iizere

dom(f8) = {xeX:3dyeX,(x,y)e s}

xf = yeX:(xy)e b
im(B) = {yeX:3IxeX,(x,y)ep} ve
yBt = {xeX:(xy)€p}

kiimelerine sirasiyla 5 bagintisinin tamim kiimesi, x € X in
goriuntii kiimesi, 5 bagintisinin goriintii kiimesi ve y € X in
ters goriintiu kiimesi denir.
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Donusum Yarigruplari

Tanim

X bos olmayan bir kiime ve B € Bx olmak iizere
Vx € X igin |xB| =1

ise 5 ya X iizerinde bir (tiim) déniisiim (fonksiyon) denir.

X kiimesi lizerinde tanimli tiim dontistiimlerin olusturdugu kiime,
bileske islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba X iizerindeki (tiim)
donustimler yanigrubu denir ve Tx ile gosterilir.

Leyla Bugay Sonlu Tekil Déniisim Yarigruplarinin Doguray Kiimeleri



Donusum Yarigruplari

Eger X = X, ={1,2,..., n} seklinde n elemanl sonlu bir kiime
ise X, lizerindeki (tiim) dontstimler yarigrubu T, ile gosterilir. Bu
durumda bir g € T,, doniistimiini

1 2 ... n
BZ(m 28 ... nﬁ)

seklinde ifade edebiliriz.
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Donusum Yarigruplari

Tanim

a € T, olmak lizere, a nin Noksanhk Kiimesi, Noksanhgi ve
Cekirdek Kiimesi sirasiyla

Def (o) = X, \im (),
def (o) = |Def (a)],
ker(a) = {(x,y) € Xn x Xp : xa = ya}

seklinde tanimlanir.
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Donusum Yarigruplari

Dikkat edilirse ker(«), X, tizerinde bir denklik bagintisidir ve bu
denklik bagintisina gore elde edilen denklik siniflari a nin
gorlinti kumesindeki elemanlarin ters gortintu kimeleridir; yani

{ya™:y eim(a)}

ailesidir.
Eger 1 <r <n,im(a)={a1,...,a,} ve 1 <i<ricin

ajal = A; ise
o Al A ... A
a1 dy ... ar

seklinde ifade edecegiz.
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Donusum Yarigruplari

Onerme ([4], Theorem 2.7.2)
a € T, icin

a € E(Ty) & Vx € im () igin xa = x

dir. [ |
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Arastirma Konumuz ve Onemi

Sonlu yarigruplarin sonlu dogurayh oldugu agiktir. Ayrica, Cayley
teoreminin bir benzeri olarak, her sonlu yarigrup sonlu bir kiime
tizerindeki tiim doniistimler yarigrubunun bir altyangrubuna
izomorftur. Dolayisiyla, T, in ve altyarigruplarinin sonlu doguray
kiimelerini bulma problemi yarigrup teorisinde basl basina bir
arastirma konusu olmustur.

Bizde bu ¢alismada, T, nin bir altyarigrubu olan ve Sing, ile
gosterilen " tekil doniistim yangrubu” nu inceledik ve herhangi bir
altkiimesinin Sing,, nin bir doguray kiimesi olabilmesi i¢in gerekli ve
yeterli olan kosullari bulduk.
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Tekil Donusum Yarigruplari

X, lzerindeki (tiim) bire-bir ve orten doniisimlerin
(permutasyonlarin) kiimesi T, nin bir altyarigrubu olup bu
yarigruba n—inci simetrik grup denir ve S, ile gosterilir.

Tn\Sn kiimesi déniisiimlerin bileske islemi ile bir yarigrup olup bu
yarigruba Tekil Doniisiim Yarigrubu denir ve Sing,, ile gosterilir.
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Tekil Donusum Yarigruplari

Herhangi iki v, 8 € Sing,, icin

ker(a) C  ker(ap)
im (Oéﬁ) C im(B)
(o, B) € < im(a) =im(5)
(o, B) € < ker(a) = ker(5)
(,8) €D <« |im(a)| = [im(B)|
(o, B) € & ker(a) = ker(B) and im () = im (3)

oldugu iyi biliniyor.
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Tekil Donusum Yarigruplari

Kolayca goriiliiyor ki, Sing,, deki D-Green denklik siniflari
1<r<n-1igin

D, = {« € Sing,, : |im (a)| = r}
olur. Boylece, herhangi bir o € Sing,, igin

Al o A=y ... An_1>

a€ Dy, 1 a=
a ... ajl ... dp—1

seklindedir Oyleki; i #jve 1 < k # 1< n—1igin |Ax] = 1. Bu
durumda kisaca
Ker (o) = {i,j}

seklinde yazacagiz.
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Tekil Donusum Yarigruplari

a € E(Dp—1) ise

a:<X1 oo X xnt x,,_1>

X1 .- Xr e Xp—1

seklinde olup biz

seklinde yazacagiz.
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Daha Once Yapilan Bazi Calismalar

J. M. Howie [1] de, Sing,, yarigrubunun, noksanligi 1 olan
idempotentleri tarafindan doguruldugunu gosterdi. O halde,

(E(Dy 1)) = Sing,
olup ) # AC D,_1 icin,
A, Sing,, nin bir doguray kiimesidir < E(D,—1) C (A).
Ayrica, G. M. S. Gomes ve J. M. Howie [5] de, n > 3 igin

n(n—1)

rank (Sing,,) = idrank (Sing,,) = >

oldugunu gosterdi.
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Daha Once Yapilan Bazi Calismalar

Yakin zamanda da G. Ayik, H. Ayik ve J. M. Howie [2] de
2 < r < m< nigin (m,r)-patika-deviri kavramini tanimladilar.
Daha sonra Y. Unlii ile birlikte [3] de (m, r)-rank kavramini
tanimlayip, Sing,, nin (m, r)-ranki nin yine w oldugunu
gosterdiler.
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Sing, nin Doguray Kumeleri

n >3 icin a, B € D,_1 olsun. O halde,

aff € Dp_1 < Def (o) C Ker (3).

ispat:
o — <A1 A=A A,,_l)
a ... ar ce. ap-1)’
5= <81 oo Bs={k,1} ... B,,_1>
bl e bs ce bnfl
ve Def (o) = {q} olsun. Ker (8) = {k, !} oldugu goz oniine
alinirsa iddianin dogrulugu kolayca gortlebilir. ]
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Sing, nin Doguray Kumeleri

nk>2veas,...,ar € D,_1 olmak iizere

a1 o € Dp1 V1< i< k—1icin ajajry € Dp_g.

Ispat: (=) Acik.

(<) V1 <i<k-—1igin ajajy1 € Dp—1 olsun. k lizerinden
timevarim ile gosterelim.

k = 2 icin acik. Iddianin k — 1 > 2 icin dogru oldugunu kabul
edelim.

im (ag - ak—1) Cim(ak_1) ve a1 -+ ak_1, ak—1 € Dp_1
oldugundan im (aq - - - ax_1) = im (ak_1) olur. Bdylece
Def (o - - - ak—1) = Def (ax—1) C Ker (ax) olup
(1 ak_1)ak = ai -+ ag_10ax € Dy olur.

[ |
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Sing, nin Doguray Kumeleri

< _; ) € E(D,-1) idempotent elemanini iceren H-Green denklik

sinifini H; j ile gosterelim. O halde

a € Hij < Def (a) = {i} ve Ker (o) = {i,j}

oldugu aciktir.
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Sing, nin Doguray Kumeleri

M, kése kiimesi V(M) ve yonlii kenar listesi E(I) ile gosterilen
bir yonlendirilmis grafik olsun. Herhangi u,v € V() icin eger u
dan v ye bir yonlii patika varsa u kosesi v kosesine bagh deriz.
Ayrica, tum koseleri iceren bir devir varsa 1 ye Hamiltonian

yonli grafigi denir.

a3 a1 a5

(6] (&7}
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Sing, nin Doguray Kumeleri

) # A C D,_1 kiimesinin Sing,, nin bir doguray kiimesi olmasi

icin gerek ve yeter kosul; ¥ < JI
(i) Ker(a) ={i,j},

(i) Def (B) = {i}, ve

(iii) T a yonlii grafiginde «, 5 ya bagh

> € E(Dp—_1) idempotenti icin

olacak sekilde o, 3 € A elemanlarinin var olmasidir.

Burada 4,
@ kose kiimesi V = V(['4) = A ve

@ yonli kenar listesi
E=E(a)={(apB) €V xV:Def(a) C Ker(8)}

olan yonlu grafiktir.
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Sing, nin Doguray Kumeleri

Ispat: (=) A, Sing, in bir doguray kiimesi olsun. O halde, her
Gij= <J’ ) € E(Dp_1) icin

ap-ap =G

olacak sekilde a1, ...,a, € Avardir. ay,...,qa.,(ij € Dy_1,
ker(a) C ker(¢ij) ve im (¢; ;) € im () oldugundan

Ker (a1) = Ker (¢i ) = {i,j},

Def (o) = Def (Gij) = Xp \ im (G;j) = {i}, ve
V1< k <r—1igin akxaks+1 € Dp_1

olur. Dolayisiyla, Def () € Ker (k1) olup a1 dan «, ye bir
yonli patika vardir.

Leyla Bugay Sonlu Tekil Doniisim Yarigruplarinin Doguray Kiimeleri



Sing, nin Doguray Kumeleri

(<) E(D,—1) C (A) oldugunu gostermek yeterlidir.

Cij € E(Dp—1) olsun. (i), (ii) ve (iii) den dolayi
Ker (o) = {i,j}, Def (B) = {i} ve ' 4 yonlii grafiginde «, /3 ya
bagli olacak sekilde «, 8 € A vardir. O halde, « dan 5 ya bir

a=a1 > ay— - >a1 e, =0

yonlu patika vardir. Ayrica, I 4 nin tanimindan dolayi her
1<k<r—1icin

Def (ag) C Ker (k1)

dir. Dolayisiyla, a1« -+, € Dy olup Ker (o) = Ker (a1 -+ - ) ve
im (ﬂ) =im (Oq cee a,) olur. O halde, a1 -+, € H,"J' dir. H,',j
birim elemani ¢; ; olan sonlu bir grup oldugundan

Gij = (a1---ar)™ € (A) olacak sekilde bir m pozitif tamsayisi
vardir. Boylece E(Dp_1) C (A) olur.
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Sing, nin Doguray Kumeleri

Sonug

. —1 . . . .. ..
A, D,_1 in "("2 ) elemanli bir alt kiimesi olsun. A kiimesinin,
Sing . nin bir minimal doguray kiimesi olmasi icin gerek ve yeter
En guray cin g y

kosul, ¥/ ( J’ ) € E(D,_1) idempotent elemeni igin,
(i) Ker () = {i,j},

(i) Def (8) = {i}, ve

(iii) T 5 yonlii grafiginde «, 5 ya bagh

olacak sekilde o, 3 € A elemanlarinin var olmasidir. ]
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Sing, nin Doguray Kumeleri

Ornek: A = {a1, a2, a3, a4, as, a6} olsun dyleki

(123 4 12 3 4 (123 4
MM={3 31 2 )™ 4142 )% 234 2)
(123 4 12 3 4 (123 4
“=\2114) \2313)*% {3411
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Sing, nin Doguray Kumeleri

Teoremin (i) ve (i) kosullarinin saglandigi kolayca goriiliiyor.

Ayrica, I a:
a
as
a
AR
a7 oar a6
Qa2 N Qg
a 2
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Sing, nin Doguray Kumeleri

LA,
a5 — 3 — O — 04 — g — (] — O

Hamiltonian devrini igeriyor olup bir Hamiltonian yonlu grafigidir.
Dolayisiyla (iii) kosul da otomatik olarak saglanir. Boylece A,
Sing, un bir minimal doguray kiimesidir.
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Sing, nin Doguray Kumeleri

Gergekten de,

G2 = (ma3), Gz = aasasaz, (14 = o3

(21 = aiae, G3 = (mae)?, (a4 = (asap)?
Gi1 = o3, G2 = o Ga = (ass)?
G1 = (azm)?, Go = od, Gz = (asas)?,

olup E(Ds—1) C (A) dir.
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