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Bu calismada viskoelastik malzemeye sahip ortotropik ve tabakali kalin
plaklarin dinamik davranislart sonlu elemanlar metodu (SEM) yardimiyla Laplace
uzayinda teorik olarak incelenmistir. Antisimetrik olarak dik veya egik acil1 sekilde
tabakalanmis kalin plaklarin  sOnUmlt  davramslari, birinci  mertebe kayma
deformasyon teorisi (BKDT) yardimiyla SEM ve Laplace donisim metodunun
birlikte kullanilmas: ile elde edilmistir. Sistemi idare eden hareket denklemi
oncelikle zaman uzayinda elde edilmistir. Ardindan, sistem hareket denklemine
Laplace donistimi uygulanarak elde edilen lineer cebrik denklem takimi sayisal
olarak ¢ozulmustlr. Plak malzemesinin lineer elastik veya viskoelastik oldugu kabul
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kompleks karsitlar: ile yer degistirmektedir. Boylece, Laplace dontsim ile dinamik
problem statik forma donusmektedir. Dontsmis uzayda elde edilen ¢oziimlerden
zaman uzayina gegcmek icin Durbin’in modifiye edilmis ters Laplace dontsim
metodu kullamilmistir. Onerilen metod icin SEM’na dayal1 genel amaglh bilgisayar
programi hazirlanmistir. Hazirlanan programin dogrulugu, literatirde analitik ve
yari-andlitik c¢cozimleri verilen problemlerin  sonuglann ile karsilastinlarak
gosterilmistir. Sistemi idare eden hareket denklemi zaman uzayinda SEM ile elde
edilip, ardindan Laplace donusim uygulanarak, oldukca etkin ve dogru ¢oziumler
elde edilebilmektedir.
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The present study aims to investigate the damped response of laminated
Mindlin plates subjected to dynamic loads. The solutions of damped response of anti-
symmetric, cross-ply and angle-ply laminates have been obtained by Finite Element
Method (FEM) in conjunction with the Laplace transform method using the first
order shear deformation theory. The governing equations of motion of the problem
are first obtained in the time domain. Subsequently, Laplace transform is applied and
the linear algebraic equations are solved numerically. Materials of the laminates are
assumed linear elastic or viscoelastic. In the viscoelastic materia case, the Kelvin
model is employed. According to the correspondence principle the material constants
are replaced with their complex counterparts in the Laplace domain. Therefore, the
presented model incorporates damping very easily in the transformed domain. The
solutions obtained are transformed to the time domain using the modified Durbin’s
numerical inverse Laplace transform method. For the suggested model, a general-
purpose finite element analysis computer program is coded in Fortran. Verification
of the numerical procedure is performed by comparing the results of present method
with semi-analytical results available in the literature. Obtaining the equation first
discretely in the time domain using FEM and then applying the Laplace transform
has proved to be a procedure highly accurate and efficient compared to other
numerical methods available in the literature.
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1. GIRIS

Plaklar, yapi muhendidliginde ¢ok genis bir kullamm alanina sahip olup, aym
zamanda ucak, gemi muhendigligi gibi pek cok muhendislik alamnda da tasiyic
sistemlerin olusturulmasinda yaygin olarak kullanilmaktadir.

Ingaat mihendisliginde kullarlan plaklar, kalinhig: diger iki boyutuna gore
cok kucuk olan ylzeysel tasiyict elemanlardir. Plaklarin analizlerini kolaylastirmak
amaciyla ug¢ boyutlu elastisite teorisini iki boyuta indirgeyen degisik plak teorileri
gelistirilmistir. Bu teoriler ince ve kalin plak teorileri olmak Uzere iki grupta
toplanmaktachr. ince plak teorisi olarak da bilinen klasik plak teorisi (KPT),
Kirchhoff’un kabullerinden yararlailarak G¢ boyutlu teorilerin iki boyutlu hale
indirgendigi teoridir. Plak kalinligimin artmasiyla birlikte, Kirchhoff' plak teorisinde
ihmal edilen, kayma deformasyonu etkilerinin belirginleserek hesaplarda dikkate
alinmast zorunlulugu dogmaktadir. Bu nedenle kayma deformasyonu etkilerinin de
hesaba katildig: iki boyutlu plak teorileri gelistirilmistir. Bu teorilerden en c¢ok
kullanilani, Mindlin plak teoris olarak da bilinen, birinci mertebe kayma
deformasyon teorisidir (BKDT). Aynca yiksek mertebe kayma deformasyon
teorileri (YKDT) de gélistirilmistir.

Modern teknolojinin her alanda kullanilmasi, her turld ihtiyaca cevap
verebilecek Ozellikteki malzemelerin tasarlanmas gerekliligi ortaya ¢ikmistir. Bu
ihtiyaci gidermek amaciyla yapilan ¢alismalar, kimyasal bilesenleri farkl: iki yada
daha fazla malzemenin makro seviyede birlestirilmesi sonucunda kendisini olusturan
malzemelerin Ustin Ozelliklerine sahip karma yapilar gelistirilmistir. Kompozit
olarak adlandirilan bu malzemenin c¢esitleri ve kullanim aanlar hizla artmaktadir.
Kompozit malzemeler otomotiv ve gemi sektdriinde, hava, uzay, nikleer, petrol
endustrilerinde, elektronik ve mekatronik sistemlerde, ¢esitli spor malzemelerinin ve
tibbi gereclerin aynca muzik aetlerinin  yapiminda c¢ok yaygin  olarak
kullamlmaktadir.

Kompozit malzemeler, matris adi verilen bir ana bilesenle, yiksek
mukavemete ve yiksek elastisite modiline sahip fiber (takviye edici) olarak
adlandirilan yapisal bilesenden olusmaktadir. Bir kompozit yapida matrisin gorevi,
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yapistirici ve tutucu Ozelligi sayesinde fiberleri bir arada tutmak, yika fiberlere
aktarmak, dagitmak ve kompozit yapiy: dis etkenlerden korumaktir.

Kompozit plaklar katman ya da tabaka denen elemanlanin bir araya
getirilmes ile olusturulurlar. Tabakalara ait asal malzeme eksenlerinin degisik
yonlerde Ust Uste yerlestirilerek cesitli tabaka dizilimlerine sahip olacak sekilde
Uretilmesi ile elde edilen tabakali kompozit plaklar, yuksek mukavemet, hafiflik,
yuksek performans gibi pek ¢ok avantga sahiptir. Tabakali kompozit plaklar sahip
olduklar1 avantgjlarindan dolayr modern teknolojinin ttim alanlarinda her gecen guin
artan sekilde kullamlmaktadr.

Tabakal1 kompozit plaklarin maruz kaldigi etkilerin buyik cogunlugunun
dinamik etkiler oldugu dikkate alindiginda, bu malzemelerin statik ve dinamik
davraniglarimin belirlenmesinin hayati 6nem tasicigr anlasilmaktadir. Bu nedenle
arastirmacilar degisik sinir sartlart ve ¢esitli dinamik yikler etkisi atinda olusacak
deplasman ve gerilmelerin zamana bagli degisimlerini dogru tahmin etmeye calismis
ve bu alanda pek ¢ok arastirma yapmuslardir.

Bu tezde, viskoelastik malzemeye sahip ortotropik kalin plaklarin ve tabakal
kalin plaklarin dinamik davranislart sonlu elemanlar metodu yardimyla Laplace
Donusim uzayinda arastirilmigtir. Tabakali kompozit plaklarin dinamik analizleri,
BKDT'ye gore sonlu elemanlar metodu (SEM) ve Laplace donisum birlikte
kullamlarak yapilmustir. Sistemi idare eden hareket denklemi her digimde 5
serbestlik derecesine sahip, 8 dugiimlt sonlu elemanlar kullamlarak, SEM yardimiyla
zaman uzayinda elde edilmistir. Sonlu elemanlara ait rijitlik ve kitle matrideri ile
yuk vektorleri Gauss sayisal integrasyon metodu yardimiyla hesaplanmstir. Rijitlik
matriserinin olusturulmasinda kayma kilitlenmesinin 6nlenmesi amaciyla, egilme
terimleri icin (3x3) Gauss noktasi, kayma terimleri igin (2x2) Gauss noktasi
kullamlmigtir. Elde edilen sistem hareket denklemi Laplace dontsimi yardimiyla
lineer cebrik takimina dondstirdlmostir. Bu denklem takimi Gauss eliminasyon
metodu ile Laplace uzayinda ¢ozulmdastir. Laplace donistimleri sayesinde dinamik
problem statik forma donismekte, ayrica sonimin etkisi déntsmts uzayda kolayca
ele alinabilmektedir. Plak malzemesinin lineer elastik veya viskoelastik oldugu kabul
edilmistir. Viskoelastik malzeme durumunda Kelvin sdnim modeli kullanilmaktadir.
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Kelvin sbnim modelinde elastik sabitler, elastik-viskoelastik analojisi yardimiyla,
Laplace donisum uzayinda kompleks karsitlar: ile yer degistirmektedir. Elde edilen
cOzimlerin Laplace uzayindan zaman uzayina dondstmd icin Durbin’in modifiye
edilmis ters Laplace metodu kullamiimaktadir. Bu calismada bulunan sonuglar, hem
analitik, hem de SEM ve direkt integrasyon metodu birlikte kullanilarak elde edilen
cozumler ile karsilastirilmigtir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Karmasik geometriye veya degisik yuklemelere sahip ortotropik kalin
plaklarin veya tabakali kalin plaklarin dinamik analizine yonelik kapali ¢ozimler
elde etmek cogu zaman imkansizdir. Cogu durumda plak sistemlerinin hareketini
idare eden denklemler sonlu farklar, smir elemanlar ve sonlu elemanlar gibi sayisal
metodlar yardimi ile olusturulurlar. Geometri veya yikleme bakimindan karmasik
olsa bile, bilgisayar ile programlamaya olanak vermesi bakimindan diger metodlarin
Oonune gegen sonlu elemanlar metodu (SEM) yillar igerisinde populerligini
arttirmigtir. Genel olarak plak sistemlerini idare eden hareket denklemleri, mod
birlestirme metodu, direk integrasyon metodlar: veya sayisal operasyonel metodlar
ile ¢Ozllmektedir. Wilson g metodu, Houlbout metodu, merkezi sonlu farklar
metodu, Newmark metodu dogrudan integrasyona dayanan metodlardan birkag
tanesidir. Bathe ve Wilson (1976), dogrudan integrasyon metodlarinm test etmis ve
bunlar arasinda Newmark metodunun en iyi kararlilik karakterine sahip oldugunu
gostermistir.

Bhimaraddi (1987), gelistirdigi kayma deformasyon teorisini kullanarak statik
ve zorlanmis titresim anaizleri Newmark metodu yardimiyla yapmis ve analiz
sonuclarim KPT ve BKDT ile elde edilen sonuclar ile karsilastirmali olarak
gostermistir. Xia ve ark. (2009), kalin plaklarin elastik dinamik analizlerini agsiz
radyal bazli interpolasyon metodu yardimiyla gostermislerdir. Ele aldiklar: dinamik
problemlerin ¢cozimu icin Newmark metodunu kullanmsglardir.

Wen (2008), statik ve dinamik yukler etkisindeki Pasternak tipi elastik
zeminler Uzerindeki Mindlin plaklanin temel ¢ozimlerine yonelik bir calisma
yapmistir. Kalin plaklara yonelik temel ¢dzim, sinir eleman metodu kullamilarak
Laplace donustim uzayinda elde edilmistir. Benzer calismayr Wen ve Aliabadi
(2009), Winkler ve Pasternak tipi elastik zemin tzerindeki Mindlin plaklarin temel
cOzimleri icin yapmuslardir. Temel ve Sahan (2011), ortotropik malzemeye sahip
lineer elastik kalin plaklarin dinamik davramisini Laplace uzayinda teorik olarak
incelemislerdir. Calismaarinda onerdikleri metodun adim adim integrasyon

metodlarina gore ¢ok daha etkin oldugunu gostermislerdir.



2.ONCEKI CALISMALAR Mehmet Fatih SAHAN

Wen ve ark. (2008), dinamik yukler etkisindeki Mindlin plaklarin dinamik
analizlerini sbnim etkisini dikkate alarak Laplace donusim uzayinda yapmuslardir.
Wang ve Tsa (1988), viskoelastik Mindlin plaklarin hareket denklemlerini SEM ile
elde ederek quasi-statik ve dinamik analizlerini Newmark metodu ile yaprmuslardir.
Beskos ve Leung (1984), ince plaklarin dinamik analizlerini sonlu farklar ve sonlu
elemanlar metodu kullanarak Laplace uzayinda yapmislardir. Viskoelastik etkilerin
dikkate ainmasi amaciyla, calismalaninda Kelvin tipi  sOnim modelini
kullanmuslardir. Temel ve Sahan (2013), ortotropik malzemeye sahip lineer elastik ve
viskoelastik malzemeye sahip kalin plaklarin dinamik davraniglar: Laplace uzayinda
teorik olarak incelemislerdir. Calismalarinda oOnerdikleri metodun adim adim
integrasyon metodlarina gore ¢ok daha etkin oldugunu gostermislerdir.

Pek cok arastirmaci tarafindan plaklarin dinamik yiUkler etkis atindaki
andizlerine yonelik olarak gelistirilen analitik ¢cozimler bulunmaktadir (Reddy,
1982; Khdeir ve Reddy, 1989; Barrett, 1992; Khdeir, 1995; Khalili ve ark, 2005).

Literatirde tabakal1 plaklarin dinamik analizlerini direk integrasyon metodu
ile yapan pek cok calisma bulunmaktadir. Burada bunlardan birkaci verilecektir.
Reddy (1983), izotropik, ortotropik ve tabakali anizotropik plaklarin hareket
denklemlerini SEM ile olusturarak dinamik analizini Newmark metodu yarcimu ile
elde etmistir. Mohebpour ve ark. (2011), tabakal1 plaklarin hareket denklemlerini
SEM kullanarak BKDT’ ne goére elde ederek dinamik analizlerini Newmark metodu
yardimiyla yapmuglardir. Makhecha ve ark. (2001), tabakali kalin plaklarin
analizlerini 8 digimlu sonlu elemanlar kullamlimak suretiyle SEM ile yapmuslardir.
Termal ve mekanik yiklemeler etkisindeki dinamik davranslar arastirmak igin
Newmark direk integrasyon metodunu kullanmuslardir. Ghafoori ve Asghari (2010),
acil1 tabakali plaklarin dinamik davranisint arastirmislarcir. Nayak ve ark. (2004),
ortotropik sandvi¢ plaklarin yiuksek mertebe kayma deformasyon teorisine gore
zorlanmus titresimlerini SEM yardimi ile arastirmislardir. Calismada sistemi idare
eden denklem takimi Newmark direk integrasyon metodu ile ¢ozilmusttr. Moita ve
ark. (2011), viskoelastik c¢ekirdek tabakaya sahip sandvi¢ plaklann zorlanmus
titresimi icin sonUm etkisini de dikkate alan sonlu elemanlar modeli gelistirmiglerdir.
Lee ve Han (2006), keyfi yukleme etkisindeki tabakali kompozit plak ve kabuklarin
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zorlanmig titresim analizini arastirmiglardir. Calismalarinda sistemi idare eden
hareket denklemleri SEM yardimiyla elde edilmis, ¢dzim icin ise Newmark-b
metodu kullamlmigtir. Mallikarjuna ve Kant (1988), ¢ok tabakali simetrik kompozit
plaklara yonelik olarak yiksek mertebe kayma deformasyon teorisine gore basit
izoparametrik sonlu elemanlar metodunu gostermislerdir. Wu ve Chang (1989),
yabanci cismlerin darbe etkisindeki tabakali kompozit plaklarin dinamik analizini
sonlu elemanlar yardim ile yapmislardir. Meimaris ve Day (1995), 3 boyutlu 20
diugimli solid eleman kullanarak 3 boyutlu sonlu eleman modelini gelistirerek
tabakal: anizotropik plaklarda kullanmuglardir. Owen ve Li (1988), tabakal
anizotropik plaklarin elastik ve elasto-plastik dinamik analizlerine yonelik olarak
rafine edilmis sonlu elemanlar metodunun uygulamasim gostermislerdir. Y ukarida
verilen calismalarda dinamik problemin ¢ozimi icin Newmark direk integrasyon
metodu kullanilmistir. Kant ve ark. (1990), tabakali simetrik olmayan kompozit
plaklarin yuksek mertebe deplasman modeline gore izoparametrik sonlu elemanlar
formilasyonunu gostermislerdir. Calismalarinda sistemi  idare eden hareket
denkleminin ¢tzimi icin Newmark ve Wilson-q metodlart kullanmuiglardir. Pervez
ve Zabaras (1992), tabakal1 anizotropik plaklarin lineer zorlanmis titresim analizine
yonelik olarak rafine edilen sonlu eleman modeli Gzerine bir ¢alisma yaprmislardir.
Rafine edilen modelde sonim etkisi de dikkate alinmis ve hareket denkleminin
andizi icin Newmark metodu kullamlmistir. Zabaras ve Pervez (1990), tabakali
kompozit plaklarin  viskoz sonimund SEM  kullanilarak  elde etmislerdir.
Calismalarinda fiber dogrultularimin, kalinlik/boy oramnin, tabakalanmanin sonim
Uzerindeki etkisini arastirmiglardir.

Kant ve ark. (1992), sandvi¢ plaklarin zorlanmis titresimine ait hareket
denkelemlerini kayma deformasyon etkisini dikkate alarak sonlu elmanlar metodu
kullanarak elde etmis ve elde edilen hareket denklemlerini mod siiperpozisyon
metodu ile ¢ozmislerdir. Elde edilen sonuclar direk integrasyon metodu ile elde
edilen sonuglarla karsilastirllmistir. Malekzadeh ve ark. (2009), tabakali plaklarin
dinamik andlizi icin diferansiyel quadrature ve Modal analiz metodlarin

kullanmglardir.
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Wang ve ark. (2001), simetrik tabakal1 plaklarin zorlanmis titresim analizine
yonelik arastirmalarint serit eleman metodu kullanarak yapmuslardir. Calismalarinda
elde ettikleri adi diferansiyel denklem takimini frekans uzayinda analitik olarak
cozmuUslerdir. Wang ve ark. (2000), tabakali plaklarin zorlanmis titresim analizini
donme ataletleri etkilerini de dikkate alarak serit eleman metodu kullanarak
yapmislardir. Calismada dinamik analiz frekans uzayinda elde edilmis ve zaman
uzayindaki ¢ozimler icin Fourier dontsum teknigi kullandlmustir. Liew ve ark.
(2004), tabakali plaklardaki piezoelektrik etkileri agsiz metodlar kullanarak
arastirmiglardir. Cederbaum ve Aboudi (1989), darbe etkisi atindaki tabakali
viskoelastik plaklarin dinamik analizini Fourier donusim metodu kullanmak
suretiyle frekans uzayinda yapmuslardir.

Yukarida bahsedildigi gibi, kalin plaklarin veya tabakali kalin plaklarin
dinamik analizleri genellikle Newmark metodu, mod sliperpozisyon metodu veya
sayisal operasyonel metodlar kullamlarak yapilmistir. Literatr arastirmalari
neticesinde tabakal:r kalin plaklarin Fourier uzayindaki analizlerine yonelik
calismalar ¢cok kisithi oldugu gorilmustir. Ancak yazarin bilgisine gore, tabakali
kalin plaklarin sonlu elemanlar metodu kullanilarak Laplace uzayinda viskoelastik
analizine yonelik herhangi bir ¢alismaya rastlanamamustir.

Bu tezde ortotropik kalin plaklarin ve tabakal: kalin plaklarin viskoelastik
analizlerine yonelik olarak, ¢ok etkin ve aym zamanda ¢ok basit bir ¢c6ziim metodu

Onerilecektir.
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3.MATERYAL VE METOD

iki paralel yiizey ve bu yiizeylere gore daha kiicilk olan dik bir yan yiizeyin
birlesmesinden meydana gelen cisimlere plak denir. Diger bir deyisle bir boyutu
(kalinlik) diger iki boyutuna (plak eni ve boyu) gore kiguk olan ve her mihendislik
alaninda kullanilan tasiyici elemanlardir. Plaklarin analizini kolaylastirmak amaciyla,
U¢c boyutlu elastisite teorisini iki boyuta indirgeyen degisik plak teorileri
gelistirilmistir. Bu teoriler ince ve kalin plak teorileri olmak Uzere iki grupta
toplanabilir. Plak kalinliginin agikligina oram, 1/20'den kiglk olan plaklara ince
plak denilmektedir. Kirchhoff kabulleri olarak bilinen klasik plak teorisine (KPT)
gore, yuklemeden Once baslangicta orta diizleme dik olan kesitler, egilmeden sonra
da orta duzleme dik kalmaktadir (Sekil 3.1). Bu teoride kalinlik boyunca kayma
deformasyonlart ihmal edilir. Kalin plaklarda ise, kayma deformasyonlar dikkate
ainarak ¢ozimler yapilmaktadir. Kalin plak teorisi, sekil degistirmeden tnce orta
duzleme dik olan kesitlerin sekil degistirmeden sonra orta diizleme dik kalmadig:
kabultine dayanmaktadir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. KPT ve BKDT’ lerinde kesit normallerine gore olusan sekil degistirmeler
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Mindlin (1951), tarafindan egilme ve enine ataletlere ek olarak kayma sekil
degistirmeleri ve donme atalet etkilerini igeren bir kalin plak teorisi elde edilmistir.
Bu teori birinci mertebe kayma deformasyon teorisi (BKDT) olarak dabilinir. BKDT
hesaplamalar icin KPT’sine gbre daha gercekci bir matematiksel model olusturur.
Bunun disinda kayma deformasyonlarim dikkate alan ¢cok sayida yiksek mertebe
kayma deformasyon teorileri (YKDT) bulunmaktadir.

Kompozitler yapay ve cok fazli malzemelerdir. Yapiyr olusturan bilesenler,
kimyasal olarak farkhidirlar ve fazlar birbirinden ayiran belirgin bir ara ylzey
bulunmaktadir. Bu bilesenler makroskobik seviyede bir araya getirilirler ve birbirleri
icinde ¢oziinmezler. Takviye elemart olarak adlandirilan bilesen; fiber, partikil veya
ince levha seklinde olabilir. Diger bilesen ise matris fazidir. Bu malzemelerin makro
diizeyde bir araya getirilmes ile bazi karakteristiklerinin bu bilesenler tek olarak
degerlendirildigi durumdakinden daha iyi olmasina misaade eder. Kompozit
malzemelerin geleneksel malzemelere gore avantai; bilesenlerinin iyi 6zelliklerinin
On plana cikarilarak bir araya getirilmesidir.

Tabakali kompozit plaklar, tabakalara ait asal malzeme eksenlerinin degisik
dogrultularda Ust Uste yerlestirilerek cesitli tabaka dizilimlerine sahip olacak sekilde
Uretilmes ile elde edilirler. Bu tabakalarn olusturan malzemeler farkli olarak
secilebilecegi gibi, aym tir malzemeler de kullanilabilmektedir. Tabakali kompozit
plaklar yiksek mukavemet, hafiflik, yiksek performans gibi pek cok avantga
sahiptir. Tabakal1 kompozit plaklar avantgjlarindan dolayr modern teknolojinin tim
alanlarinda her gegen gin artan sekilde kullamimaktadir. Tabakali kompozit
plaklarin analizinde kullanilan teoriler asagidaki sekilde gruplandirilabilir (Reddy,
2003):

1) Esdeger tekil tabakateorileri (iki boyutlu)

a) Klasik tabakateorisi
b) Kayma deformasyon tabaka teorileri
2) Uc boyutlu elastisite teorisi
a) Uc boyutlu elastisite formillasyonlar
b) Parcal1 tabaka teorileri
3) Coklu model yontemleri (iki ve G¢ boyutlu)

10
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Iki ya da daha fazla tabakadan olusan plaklar, cok sayida ince tabakann
degisik dogrultularda istiflenmesiyle Uretilirler. Bu tip kompozit tabakali plaklarin
rijitlik matrideri tabakalanma teorileri yardimiyla hesaplanabilir. Tabakalanma
teorileri tabakalar1 ayr1 ayr dikkate alarak her bir tabaka icin kendi yerel koordinat
sisteminde yazilan binye denklemlerinin, malzemenin timi icgin secilen sistem
koordinat takimina donisumu ile tabakali plaklarda binye denklemlerinin elde
edilmesine olanak verir. Bu calismada kayma deformasyon tabaka teorilerinden
BKDT kullanilacaktr.

Tabakal1 kompozit plak problemlerde sistemi idare eden hareket denklemleri,
yapilan kabuller 1s1iginda elde edilen teoriler yarcimiyla, ya andlitik olarak ya da
sayisal metodlar kullanilarak, yaklasik olarak elde edilir. Degisik geometri ve
yuklemelere sahip problemlerde ¢oziimin kapal: olarak elde edilmesi oldukcga zor
hatta imkansiz olabilir. Cogu durumda sistemi idare eden hareket denklemleri ayrik
olarak sayisal metodlar yardimyla elde edilir. Bu ¢alismada yapisal analizler igin

programlamaya elverisli olmasi nedeniyle sonlu elemanlar yontemi kullamlacaktir.

11
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4.ORTOTROPIK KALIN PLAKLAR

4.1. Malzemelerde Gerilme Birim Defor masyon iliskisi

3 boyutlu kartezyen koordinat sisteminde gerilme-deformasyon iliskisi, 6 adet
gerilme ve 6 adet birim deformasyon bileseni ile tammlanir. Bu bilesenlerin Ugu
normal, Ucll ise kayma bilesenleridir. Bu gerilme ve birim deformasyon bilesenleri
arasindaki lineer iligski, Hooke kanunu olarak bilinir ve asagidaki sekilde ifade edilir
(Ochoa ve Reddy, 1992).

o = Cyj & (k=12,...6) 41)
Burada Cy; elastik malzeme sabitleri olarak tarumlanir. Cyj, 6x6 boyutunda

kare matris icerisinde k-ninci satir ve j-ninci sttundaki elemam gosterir. (4.1)

denkleminde indisli gosterim igin asagidaki iliski mevcuttur.

01= 011 €1=€n

G2= O €= €2

63= 033 €3= €33

04= T4=023= T3 €= h=2€23= b3 (4.1.a)
O5= T5=613= T13 &= =2€13= Gi3

O6= T6=012= T12 €= G=2€12= Gi2

Burada 63, o2, o3 normal gerilmeler, 1,3, 113, 112 iSe kayma gerilmeleri olup Sekil

4.1’ de gosterilmistir.

13
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/\/\2

1
Sekil 4.1. Sonsuz kiigUk kibik elemandaki gerilmeler

(4.1) denklemi ile verilen Hooke kanunu matris formunda ifade edilmek

istenirse asagidaki denklem elde edilir.

01 €11 Gz Ciz Gy G5 Cie ( &1 \

03 Co1 G Gz G Cys Gyl | &

03 C31 C3p (33 (34 (35 C3e é &3 L (4.2)

T23 Csy1 Cap Cuz Cyy Cus Cye| V23 '
|T13J (51 Csz Csz3 Csy Css Cse ly13J

T12 [Co1 Coz Coz Coa Cgs Cgel “V12

Burada, elastik sabitleri iceren matrise elastiklik matrisi denir. (4.2) denklemindeki
elastiklik matrisi simetrik olup, anizotropik malzeme icin gecerlidir. Simetri
nedeniyle 36 adet olan bagimsiz terim sayisi 21'e iner. Bu durumda gerilme birim

deformasyon iliskis asagidaki sekilde gosterilebilir.

oy €11 Ciz Gz Gy Cis Cie ( & \

05 Coy Coz Cyy (s Cye &

O3 C33 (34 (35 C36 é & L

123 | Caa Cus Cug| V23 (43)
T13) sim. 655 CS6 lY13J

T12 Cos Y12

14
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Malzeme Ozelliklerine ait bir simetri dizlemi varsa bu tip malzemeler

monoklinik malzeme adini alir. Monoklinik malzemelerin eastiklik matrisinde 16

adet elastik sabit mevcut olup, bunlardan 13 tanesi bagimsizdir. Monoklinik

malzemeler icin gerilme birim deformasyon iliskisi asagidaki sekilde gosterilir.

T13

sim.

(4.4)

Malzeme sisteminde birbirine dik ¢ dizlemde de simetri mevcutsa, bu tip

malzemelere ortotropik malzeme denir. Bu tip malzemeler 12 adet elastiklik sabitine

sahip olup, simetriklik nedeniyle bunlardan 9'u bagimsizdir. Ortotropik malzemeler

icin gerilme birim deformasyon iliskis asagidaki gibidir.

01 €11 Gz Gz O 0 07 &

0'2 CZZ C23 O O O 62

0-3 _ C33 O O O 83

T73 - C4_4 0 0 Y23 (45)
T13 sim. 655 0 V13

T12) Ces khz}

Ortotropik malzemeye ait Cyj elastik sabitleri asagidaki sekilde elde edilir.

C.. = 1 —vy3v3,; Coo = 1—vy3v3, Cow = 1—viyvy

1 E,EsA 22 E,EzA 33 E,E,A
Coo = Va1 T V31V33 _ V12 + Vi3V32

12 E,EsA E,EzA

Vzz T Vi3V31 Vo3 +VyqVy3

C,, = = 45,

23 E,E,A E,E,A (45.a)
Con = Vi3 T V13V23 _ Va1 +Vy1V3;

13 E,EzA E,EsA
Cya = Gz Css = G13 Coe = G12

15
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1—vVv{,Vy1 — Vy3V3sy — Vo Vi3 — 2V51V3,V
A — 12VvV21 23V32 31V13 21V32V13 (45 b)
E,E2E;

Burada E;, i-inci malzeme dogrultusundaki Elastisite modulind, vj, i-inci
dogrultudaki gerilme etkisiyle j dogrultusunda olusan enine birim deformasyon olan
Poisson oranim gosterir. Gyz, Giz ve Gy ise, sirasiyla, 2-3, 1-3, 1-2 dizlemlerindeki

kayma moddllerini verir.

4.2. Ortotropik Kalin Plaklarda Gerilme-Birim Defor masyon iliskisi

Gendllikle plak dizlemine dik birim deformasyon olan e;, dizlem icindeki e;
ve e, birim deformasyonlar ile karsilastirildiginda, bunlarin yamnda ¢ok kucuktir ve
ihmal edilebilir. Bu kabul ile gerilme-birim deformasyon iliskisini veren matriste 7
adet elastik sabit mevcut olup, simetri nedeniyle bunlardan 6’st bagimsizdir. Bu
durumda gerilme birim deformasyon iliskisi asagidaki gibi olur.

(01y [Qu11 @z O 071y
02 Q22 01{]e&

{T23 0 = Qu O 0 |{Vi2y (4.6)
713 sim. Qss O ||V

1,/ | Qesd \V12’

Burada gerilme ile birim deformasyon arasindaki iliskiyi veren matrise
indirgenmis elastiklik matrisi veya indirgenmis rijitlik matrisi denir. Indirgenmis
elastiklik matrisinin terimleri acik sekilde asagida verilmistir.

_ E; _ v12Ep _ E,
= Qu=77———,  Qn=7—""—=
(1 —vipv2) (1 —vipvy1) (1 —vipvy1)

Q44 = Ga3, Qss = G13, Qg = G12 4.7)

Q11

16
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Ortotropik plaklar icin elde edilen biinye denklemi x—y global koordinatlarda
sistem dogrultulart dikkate alinarak yeniden yazilabilir. Bu amagla bunye
denklemindeki indisler yeniden dizenlenerek gerilmeler dizlem ic¢i ve dizlem dis

olarak yeniden siralanirsa, asagidaki sekilde elde edilir:

(Ox)y [Qu Qiz O 0 7 &
Ty Q22 01|ér

{ Ty = Qes 0 [{Vxyp (4.8)
Tyz sim Qis O ||Vyz

1) | Qssd \¥xz/

4.3. Kahn Plaklarin Kinematigi

Sekil degistirmeden Once orta diizleme dik olan kesitlerin sekil degistirmeden
sonra orta dizleme dik kalmadigi kabuline dayanan birinci mertebe kayma
deformasyon teorisinde (BKDT), kayma sekil degistirmeleri ve dénme atalet etkileri
de dikkate alinmaktadir (Sekil 4.2).

-Two/TIx

Sekil 4.2. BKDT’ ne gore Mindlin plak sekil degistirmesi
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Birinci mertebe kayma deformasyon teorisine gore yer degistirme bilesenleri
asagidaki sekilde ifade edilmektedir.

u(x1y1 Z, t) = uO(x1y1 t) —Z Q)x(xiyl t)
v(x,y,z,t) = vo(x,y,t) —z 0y (x,y,t) (4.9)

W(xly121 t) = WO(xlyi t)

Burada u, v ve w plagin (x, y, 2) noktasindaki yer degistirmeleri, uy ve vo orta
dizlemin x ve vy yonlerindeki yer degistirmeleri olup, gendllestirilmis
deplasmanlardan (wy, @,,@,) bagimsizdirlar. Burada sadece egilme durumu
inceleneceginden up ve Vo deplasmanlart dikkate alinmayacaktir. wy orta diizlemin
plak duzlemine dik olan yer degistirmesidir. @, ve @,, ise, sirasiylay ve x eksenleri
etrafindaki donmeler olup, asagidaki sekilde ifade edilirler.

_au _av

0 =57 v =32

(4.10)

Ortotropik bir plak icin birinci mertebe kayma deformasyon teorisine gore
yapilan kabuller ve her noktada (WO,Qx,Q)y) serbestlikleri dikkate alinarak elde
edilen birim deformasyonlar en genel halde asagidaki gibidir.

( Oou )
[ €x ) a
v
Ey 3y
{7 >_<6u+6v> 411
Yyz ow  ov
dy 0z
\Vxz/ ow . ou
\dx 0z’

18
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(4.9) ve (4.10) denklemleri (4.11) denkleminde yerlerine konursa birim

deplasmanlar asagidaki sekilde elde edilir.

( _, 00, )
(Ex o0x
29,
Ey —Z 3y
0 (oJ0)
<ny>=<—z< ®x+—y>> (4.12)
ady 0x
aw,
Vyz 270 _
oy Dy
\Yxz’ 6W0
Ul I

( 00, )
Ex 0x
20,
{e} =1 & =21 oy . (4.13)
Vxy (99 N %
\ dy 0x |}

seklinde gosterilebilir. Uzama sekil degistirmeleri egrilikler yardim ile asagidaki
sekilde,

gx Kx
{e}=1¢& =2z(K (4.14)
yxy ny

veya kapal1 formda asagidaki gibi gosterilebilir.

{e} = z{x} (4.15)
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Kaymasekil degistirmeleri de asagidaki sekilde yazilabilir.

w ={} (4.16)

(4.14) ve (4.16) denklemleri (4.8) denkleminde yerine konursa ortotropik plakta, orta
duzlemden z kadar uzakliktaki bir noktada gerilmeleri veren denklem asagidaki
sekilde elde edilir.

(Ox\ [Quu Q@2 0 0 07 ZKyy
Ty Qa O 0 Z Ky

{Txy ¢ = Qes 0 [{ZKxy (4.17)
Tyz sim. Qs O Vyz

\7,,] | Qssd \ ¥z

(4.17) denklemi egilme ve kayma terimleri ayri ayr olacak sekilde dizenlenirse
asagidaki denklemler elde edilir.

Ox Qi1 @z O Z Ky

Oy = Q22 0 Z Ky (4.18)
Txy sim Qs6l \Z Kxy

] [Q44 0 ] " (419)
sz O QSS )/JCZ .

4.3.1. Hareket Denklemleri

Plak hareket denklemleri, dinamik yukleme durumu icin virtlel yer

degistirmeilkes yardim ile elde edilebilir.

f t((&u +6V)—6T)dt =0 (4.20)
0
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Burada, dU virttel sekil degistirme enerjisi, dV dis kuvvetlerin yaptig: virtuel isi, dT
ise sistemin virttel kinetik enerjisi olup, t dikkate ainan zamandir. Virtlel sekil

degistirme enerjisi asagidaki sekilde yazilabilir.

h/2
oU = f f (axc?ex + 0,06y, + Tyyy 0Yyy
AJ=n/s2

+7,,,0Yy, + TXZ(Syxz)dsz (4.21)

(4.14) denklemi (4.21) denkleminde yerine konur ve plak kalinlig: (h) boyunca

integral alinirsa, sekil degistirme enerjisi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

6U = f(Mxx&cx + M, 61cy, + My, 8Ky,
A

+Qy25yyz + szgyxz)dA (4-22)

Burada My, My, My ve Qg Q) sirasiyla, plagin birim uzunluguna etkiyen
momentler ve kesme kuvvetleri olup, bunlar gerilmelerin plak kalinligi boyunca
integre edilmesiyle elde edilir.

r rh/2 \

j Oy zdz
~h/2
Mxx h/2

{M} = Myy = { j Oy Z dz ; (423)

M, ~h/2
Y hs2

f Tyy Z dZ

\J_n/s2 J
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h/2
0 fj Tyz dz\
e If T dzI
Ui @)
Boylece (4.22) ifades daha basit olarak
oU = [ (oM} + {or¥{Q})da (4.25)
A

seklinde gosterilebilir. (4.18) ve (4.19) denklemleri sirasiyla (4.23) ve (4.24)

denklemlerinde yerlerine konulursa momentler ve kesme kuvvetleri agagidaki sekilde

yazilabilir.
Mix Dy Dy O Kx
My, ¢ = Dy, O |{ %y (4.26)
Mxy Sim. D66 ny
Q Y
{ yz} _ A34 AO ]{ yz} (4.27)
QxZ 55 )/XZ

(4.26) ve (4.27) denklemlerindeki Dj; ve A;j terimleri:

Dy, = Dy, =
12(1 - V12V21) 12(1 - V12V21)
D,, = Exh Deg = a G
22— 12(1 - V12V21) 66 = 12 12
Ass = k Gysh Ass = k G31h (4.28)

Burada, k Mindlin kayma diizeltme katsayisidir.
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(4.26) ve (4.27) denklemleri kapal1 olarak

{M}=[DNx}  {Q}=[AHy} (4.29)

seklinde gosterilirler. Bunlar (4.25) denkleminde yerine konursa

6U = f ({6} [DKr} + {6y} [ANy})dA (4.30)
A

elde edilir.
Plak ylzeyine dik olarak etki eden dis kuvvetlerin yaptig: virttel is

oV = —jq(SWdA (4.31)
A

denklemi ile elde edilir. Burada q plaga etki eden yayil1 yiki gosterir.

Sistemin kinetik enerjisi asagdeki sekilde yazilabilir.
h/2

ST = f f L@ (1) + () (5v) + () (Sv)]dzdA (432)
AY—h/2

Burada r, malzemenin kitlesel yogunlugunu gosterir. (4.9) denklemi (4.32)
denkleminde yerine konur, kalinlik boyunca integral alinirsa, plaga ait kinetik enerji

asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.
6T = j [lo(Wow) + 1,(0,50, + 0,60, )]dA (4.33)
A
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Buradalg ve I, kiitlesel atalet momentleri olup, asagidaki integrallerden hesaplanir.

h/2 h/2 1
I, = j p dz =ph, I, = f pz?dz = —ph3 (4.34)
- —h/2 12

h/2

(4.33) ifades yeniden diizenlenerek
A

seklinde yazilabilir.
(4.22), (4.31) ve (4.35) denklemleri (4.20) denkleminde yerlerine konursa

virtlel isi verenifade

t
j <j {Mxx(SKx + Myyaky + Mxyakxy+Qy26Vyz + sz‘syxz - anO
0 A

—I,(Wow) =L, (0,60, + 0,60,)} dA )dt =0 (4.36)

seklinde veya daha basit olarak

f [ f {SKY DI} + {6y H ANy} — qdwo
0 A

—(IgW)ow—(1,0,)80, — (1.0,)89,, )dA] dt =0 (4.37)

seklinde elde edilir.
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4.3.2. BKDT’ye Gore Plaklarin Sonlu Eleman For miulasyonu
4.3.2.1. Sekil Degistirmeler

Birinci mertebe kayma deformasyon teorisine gore herhangi bir noktadaki ¢okme
veya donmeler, {u} = { wy, @, @,}", sekil fonksiyonlar: yardimi ile asagidaki sekilde

elde edilir:

Wy = zn: Nyw;, @, = zn: Ni@yi, Dy = zn: N;@y; (4.38)
i=1 =1 i=1

2 l

Burada n, her elemandaki digim sayisi, N; ise digtimlere ait sekil fonksiyonlaridhr.
Elemandaki diigiim deplasmanlan da, {d}, = { wo,, B, @,:}" seklindedir. Bu tezde

formulasyonlarda, 8 dugumli sonlu elemanlar kullamlacaktir (Sekil 4.3).

y h
A A
7 6 5
8 ¢ 4 X
1 2 3
» X
a) Gercek eleman b) Referans eleman

Sekil 4.3. 8 diigiml i sonlu eleman
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8 diguimlt sonlu elemana ait sekil fonksiyonlar: asagida verilmistir:

1
Ny =—Z(A-HA-(E+7+1)

M= 3@+ OA-ME -1 -1)
Ny = 7@+ O+ ME+1 1)

1
Ny =7 (1= HA+n) (= +7-1)

Ny =5 -~ £)

1
Ng =1+ -1)

1
N, ==(1+n)(1-§2)

Mo = 51—~ ?) (439)

Plagin herhangi bir noktasindaki deplasmanlar matris formunda

w 8 Ni 0 0 Wi
{u} = {m} = Z 0 N 0 %-} (4.40)
@y) =10 0 N9y
veya kapal1 olarak
{u} = [NKd}e) (441)

seklinde gosterilir. Herhangi bir noktadaki deplasmanlarin degisimi ise
{6u} = [N{od}e), {ou} ={8d},)[N]* (4.42)

olarak ifade edilir.
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Plak orta duzlemindeki sekil degistirmeler ve egrilikler, sekil fonksiyonlari
yardimu ile asagidaki gibi ifade edilebilir.

Vxz Y (Z) = Z(lewt —N; QXL) (4-43)

Egrilikler sekil fonksiyonlar: yardim ile matris formunda

0 Wi
{r} = —N;, %-} (4.44)
Z Niy _Ni,jcl (Dyi
veya kapal1 olarak
{x} = [BrHd}(e) (4.45)

seklinde yazilabilir. Egriliklerin degisimi ise

{6k} = [Br[{6d}e), {61}t = {6d} ) [Bs]* (4.46)

seklinde tanimlanir. Kayma sekil degistirmeleri de sekil fonksiyonlar: yardim ile

matris formunda
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4. ORTOTROPIK PLAKLAR

Mehmet Fatih SAHAN
8 w;
_ Niy 0 =Ny |4
= Z <[Ni,x -N; O gm (4.47)
=1 yi
seklinde yazilabilir veya kapal1 olarak
{r} = [B;Hd}) (4.48)

seklinde gosterilebilir. Kayma sekil degistirmelerinin degisimi ise

{6y} = [B;{6d}(e), {6y} = {8}, [Bs] (4.49)

seklinde ifade edilir. (4.44) ve (4.47) denklemleri birlestirilerek asagidaki gibi ifade
edilebilir.

[ 0 Ni,x 0
{r} ° ( | 0 0 —Niy| (wi \
w3 5 )
Ni,x _Ni 0

4.3.2.2.Virtue is ifades

Virtliel sekil degistirme enerjisinin, dis kuvvetlerin yaptigi isin ve kinetik
enerjinin sonlu eleman agindaki her eleman igin ayri ayri uygulanmasi ve uygun
bicimde toplanmasi ile sisteme ait virtlel is elde edilir.

el el el
U = Z 5U, 5V = Z 5V, 5T = Z 5T, (4.51)
e=1 e=1 e=1

burada el sistemdeki sonlu eleman sayisidir.
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(4.45) ve (4.48) denklemlerinin (4.30) denkleminde yerlerine konmas ve
boylece elde edilen denklemin bir eleman icin yazilmasi ile sonlu elemana ait virtlel

sekil degistirme enerjisi elde edilir.

8U, = | ({8x}*[DI[BrHd} (o) + {6Y} [AlIBHd}e) ) dA (4.52)

Ae

Benzer sekilde (4.46) ve (4.49) denklemleri (4.52) denkleminde yerlerine

konursa sonlu eleman ait virtlel sekil degistirme enerjis
§U, = {8d}() l f {[B;1" [DI[Bf] + [Bs]*[Al[B] }dA| {d}e) (4.53)
Ae

olarak elde edilir. Bu denklem sadece bir sonlu elemana ait virttel sekil degistirme
enerjisini verir. Bu denklem daha basit olarak asagidaki sekilde gosterilir.

§U, = {8d}(e[k]. {d}ce) (4.54)
Burada [k]e eleman rijitlik matrisini temsil eder. (4.54) denkleminin (4.51)

denkleminde yerine konulmasi ile sistemin virttel sekil degistirme enerjisini veren
denklem elde edilir.

el el
U = Z 8U, = Z{ad}ge)[k]e {d}e) (4.55)

Sistemin virtiel sekil degistirme enerjisini veren denklem sistemin digim

deplasmanlar: cinsinden en genel halde:

sU = {6D} {D}= {SD}[K]{D} (4.56)

St
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olarak gosterilir. Burada [K] sistem rijitlik matrisini, {D} ise sistem dugim
deplasmanlarint gosterir.
D1s kuvvetlerin yaptig: virtlel isi gosteren (4.31) denklemi sekil fonksiyonlari

yardimi ile sonlu eleman icin yazilirsa

§Ve = — | {q}e[NK8d}ydA = —{6d}(,y | [N14{q}.dA (4.57)
Ae

Ae

elde edilir. Burada {q}e sonlu elemana etki eden yayil1 yiUk vektéri asagida

verilmistir:

q
{q}e = {0} (4.58)
0

(4.57) ifadesi daha basit olarak asagidaki gibi gosterilir.
8V, = —{8d},){f}e (4.59)

Burada {f}., sonlu elemana ait digim yik vektoridir. Dis kuvvetlerin sistem
Uzerinde yaptig: virtlel isi gosteren denklem:

el el
oV = 8V, == > {5d¥iy{fle (4.60)
e=1 e=1
olarak elde edilir. Bu denklem en genel halde:

el
8v = —{6D}" Z{f}e] = — {D}{F) (461)

seklinde gosterilir. Burada{F} sisteme ait digim yuk vektorini temsil eder.
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Herhangi bir noktadeki ivmeler, {ii} = {W,@,, @,}", sekil fonksiyonlar:

yardim ile
W 8 /[N, 0 07 (Wi
{ii} = { b =Z 0 N, 0l{dy (4.62)
veya kapal1 olarak
{i} = [IN{d},, (4.63)

seklinde gosterilir. Kinetik enerjiyi veren (4.35) denklemi matris formunda yazilacak

olursa asagidaki denklem elde edilir.

I, 0 01 (w
ST = j {éw,60,, 60,} [o L o] Dyt dA (4.64)
A

0 0 1l(g,

Bu denklem kapal1 olarak asagidaki sekilde gosterilebilir.

5T = j {6u}t [m] §ii} dA (4.65)
A

Burada [m] kitlesel atalet momentlerini iceren matristir. (4.42) ve (4.63) denklemleri
(4.65) denkleminde yerine konursa sonlu elemana ait virtiel kinetik enerjiyi veren
denklem

8T, = {8d}, < ([N]*[m] [N])dA) {d}., (4.66)
Ae
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seklinde elde edilir. (4.66) denklemi daha basit olarak
8T, = {6d}{,y[ml,. {d} © (4.67)

seklinde gosterilir. Burada [m]e sonlu elemana ait kitle matrisidir. Sistemin virtlel
kinetik enerjisini veren denklem sonlu elemanlara ait kinetik enerjilerin toplanmast
ile asagidaki sekilde elde edilir.

el

el
5T = Z 5T, = Z{ad}fe)[m]e (), (4.68)

e=1

Bu denklem sistemin diigim deplasmanlar: cinsinden

6T ={6D}* {D}= {sD}¥[M]{D} (4.69)

el
> I,
e=1
seklinde ifade edilir. Burada [M] sistem kiitle matrisidir.

(4.56), (4.61) ve (4.69) denklemleri (4.20) denkleminde yerine konur ve

gerekli sadelestirmeler yapilirsa, virtlel isi veren denklem asagidaki sekilde elde
edilir.

j [{6D}" {IMI{D} + [KKD} - {F}}| dt =0 (4.70)
0

Bu denklemde {dD} deplasman varyasyonu olup asagidaki ifade disar
cikarilabilir.

[MI{D} + [KI{D} —{F} =0 (4.71)
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Burada[M], [ K] ve {F} asagzidaki sekilde elde edilir.

el

M1 = [m, (472)
el

k1= [k, (4.73)
el

{F}= Z{f}e (4.74)

(4.72), (4.73) ve (4.74) denklemlerinde [m]e, eleman kitle matrisi, [K]e,

eleman rijitik matris ve {f}. eleman yuk vektori asagidaki integrallerden

hesapl anmaktadr.
[mle = | INT" [m] [N]dA (4.75)
[kl = Ae([Bf] "[D1[Bf] + [B{I" [A] [B,])dA (4.76)
{f}e=| INI"{g}. dA (4.77)

Ae
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Burada [Bf] ve [Bs ile gosterilen sekil degistirme matrisleri (4.44) ve (4.47)
denklemlerinde acik olarak gosterilmektedir. Bu matrislerde yer alan terimlerde,
sekil fonksiyonlarinin x ve y'ye gore kismi turevleri (Nix, Niy) bulunmaktadir. Bu
terimlerin hesaplanmasi icin 6ncelikle sekil fonksiyonlarinin, sirasiyla x ve h’ya goére

kismi turevleri elde edilir.

E)Ni _ aNl 0x + aNl ay

98 ox 08 9y 0¢ (4.78.a)
E)Nl aNl 0x aNl ay
= —+ - (4.78.b)
on 0x dn dy dn
Bu denklemler matris formunda
9 [65 9 ] 0x
= (4.79)
aNi 0x ay E)Nl
on dn onl\oy
olarak gosterilir. Bu denklem kisaca
(ONi\ (ON;
0¢ 0x
=1 (4.80)
| ON; | I % I
k an } k dy }

seklinde ifade edilebilir. Burada, [J], gercek eleman ile referans eleman arasinda

gegcisi saglayan Jacobian dontsim matrisidir.
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Herhangi bir noktanin koordinatlar sekil fonksiyonlar: cinsinden asagidaki sekilde
tarif edilebilir.

8 8
X = z Nix;, y= z N;y; (4.81)
i=1

i=1

Jacobian donustim matrisi, (4.81) denklemi yardimiyla sekil fonksiyonlar: cinsinden

yazilacak olursa,

[x oy, /[aNt aNﬂxi\

U]zlgi gijZZ\ T ) 4.82)
Vi

ON; 0N;
—_— —_— i=1
an 0n l
elde edilir. Sekil fonksiyonlarinin x,y koordinatlarina gore turevleri, (4.80) denklemi

on 0dn

yardimiyla
aNl aNl %
ox 21 JOE | e ) 08
= = 4.83
dy an on

olarak elde edilir. Burada [J] Jacobian matrisinin tersi olup, asagida matris

formunda verilmistir.

dy dy
1 % _a_f _ Ji1 Jiz
_Det[/]l ox  0x _L l
on  0¢

U]

(4.84)

21 Jzz

Burada, Det[J], Jacobian matrisinin determinantidir. Jacobian matrisinin elemanlari
asagida acik olarak verilmistir.
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. T2 . 2 . Jn . _ I
Jii = Det[]] Jiz = _Det[/] J22 = Det[/] J21 = Det[]]

(4.85)

x-y koordinat sistemindeki elemanter bir alan, (dA), Jacobian donisumi
yardimiyla

dA = dxdy = Det[J]dédn (4.86)

seklinde ifade edilir.
Kartezyen koordinatlarda verilen (4.75), (4.76) ve (4.77) denklemleri x-h

birim koordinatlarda

[m], = f f [NT” [m] [N] DetlJ]dédn (4.87)
n=—1 &=-1

[k, = f f([Bf]T[D] [B,] + [B,]" [4.] [B.]) Detl/ldedn  (4.88)
n=-1 &=-1

il = f f[N]T{q}e Det[/1dédn (4.89)
n=-1 é=-1

olarak elde edilir. Eleman kitle ve rijitlik matrisleri ile yiuk vektorl ifadelerinin
integralleri standart Gauss sayisal integral yontemi ile hesaplanmaktadir. Bu yonteme
gore integraller asagidaki denklem ile elde edilir.
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1 +1 +1 [ +1
f f G (&) dédn =_[ f G(Em) dy|de

IR

I [i G(g’nf)wj]df
ii G(&umj)wi w;

i=1j=1

R

(4.90)

(4.90) denkleminde M ve N sirasiyla x ve h dogrultularindaki Gauss noktasi
sayisidir. Sekil 4.4'te 2x2 ve 3x3 Gauss noktasi igin integrasyon noktalarinin yerleri
gosterilmis, Cizelge 4.1 de integrasyon noktasi koordinatlar: ve integrasyon agirlik

degerleri verilmistir.

h h
xz—m ' x=\/173 x=—\/'3% x= 3/5
(11) (L) (-1,1) (L)
5 S G S
e A DA I
(-1-1) (1,-1) (-1-1) (1-1)

Sekil 4.4. 2x2 ve 3x3 nokta sayisina gore Gauss i ntegrasyon noktalar

Cizelge 4.1.Gauss integrasyon noktas: koordinatlar ve agirlik degerleri

Integrasyon noktasi | integrasyon agirlik
Gauss noktasi _
koordinatlary degerleri
say1su
Xi, hj Wi, W
2x2 +,/1/3 1.00
0.00 8/9
3x3
+,/3/5 5/9
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Bu tezde eleman rijitik matrisinin sayisal integrasyonunda, kayma
kilittenmesinin Onlenmesi amaciyla, kayma terimlerinin hesabinda azaltilmis
integrasyon kullanilmigtir. 8 dugimlt elemanlarin eleman matrisleri hesabinda,
egilme terimleri icin 3x3, kayma terimleri icin ise 2x2 Gauss noktas ainarak
integrasyonlar yapilmaktadr.

4.3.2.3. Hareket Denkleminin Laplace Dontsimu

Hareket denkleminin sag tarafi ¢esitli tiplerde zamanla degisen dinamik cis

yUklerden olusabilir. Zamana bagl: bir f(t) fonksiyonunun Laplace dontsimd, F(s),
LA =F6) = [ e de (4.90)
0

seklinde tammlanmaktadir. Burada s, Laplace donusim parametresini
gbstermektedir. Zamana gore birinci ve ikinci mertebeden tlrevlerin Laplace

donustimleri kapal1 olarak
LIf(®)] = sF(s) — £(0) (491)
LIf(®)] = s?F(s) — s£(0) - £(0) (492)

seklinde yapilmaktadir. Zamanla keyfi olarak degisen dis yukler altinda sistem
hareket denkleminin Laplace dontsimu (4.90), (4.91) ve (4.92) tarifleri yardimyla,

s2[MI{D} — s[IM{D(0)} — [M){D(0)} + [K{D} = {F} (4.93)
seklinde yapilmaktadir. Burada, {D} ve {F} sirasiyla, sistem diiglim deplasman ve

yUk vektorlerinin Laplace donistimlerini temsil eder. {D(0)} ve {D(0)} ise baslangic

deplasman ve hiz vektorlerini gostermektedir. (4.93) denklemi yeniden diizenlenirse
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zamanla keyfi olarak degisen yiUkler altinda lineer elastik bir cismin hareket
denklemi,

{D} (s*[M] + [K]) — s[MK{D(0)} - [MI{D(0)} = {F} (4.94)

olarak elde edilir. Bu denklem daha basit olarak,
[K{D} = {F} + {F,} (4.95)

seklinde yazilabilir. Burada [K] donusmis uzayda dinamik rijitlik matrisi ve {F,}

baslangic kosullar1 nedeniyle yuk vektorine gelen katki olupasagidaki sekilde
yazilabilir.

[K] = s?[M] + [K], {Fo} = sIMI{D(0)} + [M1{D(0)} (4.96)
4.3.2.4. SOnum Etkis
Viskoelastik sistemlerde elastik-viskoelastik analojis  yardimiyla sonim

etkis dikkate alinabilmektedir (Boley ve Weiner, 1960). Kelvin tipi viskoelastik
model icin bunye ifadesi asagida verilmektedir.

de;::
5= 2G <€ij+g dtU> (4.97)

Burada G kayma moddlt, g malzemenin viskoz sonim oranidir. Deviatorik gerilme
tansoru, §;, ve deviatorik sekil degistirme tansorl, e;, gerilme ve sekil degistirme

tansorinun deviatorik bilesenleri s;; ve g; yardim ile tanmlanir.

1 1
Sij - Ojj — 611 §O-kk1 €ij = &jj — 611 §€kk (498)
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Burada, d;, Kronecker delta birim matrisin bilesenlerini  gostermektedir.
Viskoelastik ¢ozim, elastik-viskoelastik analojisi yardimiyla Laplace donisim
uzayinda elastik sabitlerin kompleks karsitlari ile yer degistirmes ile elde
edilmektedir (Boley ve Weiner, 1960; Temel ve ark., 2004).

E,=E(1+gs), G,= G(1+gs) (4.99)

Burada E, ve G, viskoelastik malzeme sabitleri ve s Laplace donusim
parametresidir.
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5. TABAKALI KALIN PLAKLAR

ki ya da daha fazla tabakadan olusan kompozit plaklar, ¢cok sayida ince
ortotropik tabakanin degisik dogrultularda istiflenmesiyle elde edilmektedir (Sekil
5.1).

Sekil 5.1. Cesitli yénlenme acilarina ve tabaka dizilimine sahip plak

Kompozit plaklarda tabakalarin istiflenme sekillerine bagli olarak bazi
siniflandirmalar yapilmaktadir. Bu siniflamalardan ilki yonlenme agisinin durumuna
baglidir. Yonlenme agisi 0° veya 90° olan tabakali plaga dik-agil1 tabakali plak,
yonlenme agist +0 veya -0 (0° < 0 < 90°) olan tabakal1 plaga ise egik-acil1 tabakal1
plak adi verilir. Bir diger simflandirma sekli, plak orta dizleminden (referans
dizlemi) esit uzakliktaki tabakalarin yonlenme acilarinin karsilastirilmasina gore
yapilabilir. Egik-acil1 tabakal1 plaklarda orta dizlemden esit uzakliktaki tabakalarin
aynt yonlenme agisina sahip oldugu plaklara simetrik tabakali plak, orta diizlemden
esit uzakliktaki tabakalarin ters isaretli yonlenme agisina sahip oldugu plaklara ise
antismetrik tabakal:1 plak adh verilir. Dik-acil1 tabakali plaklar ise, orta dizlemden
esit uzakliktaki tabakalar ayn yonlenme agisina sahipse simetrik, farkli yonlenme
acisina sahipse antisimetrik tabakali plak adim alir. Ayrica kompozit plaklardaki
tabakalarin kalinliklarina gore de dizenli veya dizensiz tabakali plak seklinde de
siniflandirma yapilabilmektedir.
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Tabakal1 kompozit plaklarda kalinliklarin dizlemsel boyutlara gore gok
kuclk olmasi nedeniyle analizlerde iki boyutlu teoriler kullamlabilmektedir. iki
boyutlu teoriler, gerilmelerin veya deplasmanlarin plak kalinligi boyunca degisimi
hakkinda bazi kabuller yapilarak, 3 boyutlu elastisite teorisinden elde edilir. Bu tip
kompozit tabakali plaklarin rijitlik matrisleri tabakalanma teorileri yardimiyla
hesaplanabilir. Tabakalanma teorileri yardim ile her bir tabaka dikkate alinarak
kompozit plagin rijitlik matrisi elde edilir. Tabakali kompozit plaklarin kayma
direnci ¢ok kucuk oldugundan bu deformasyonlarin dikkate ainmasi gereklidir.
Tabakali kompozit plaklar icin birinci mertebe kayma deformasyon teorisi, Mindlin
plak teorisinin tabakal1 kompozit plaklara uyarlanmis halidir. Bu teoriye gore, sekil
degistirmeden Once orta diizleme dik olan dizlem kesitler sekil degistirmeden sonra
da duzlem kamakta, ancak dik kalmamaktadirlar. Bununla birlikte kayma birim
deformasyonlar: kalinlik boyunca sabit kalmaktadir. Bu durum kayma gerilmelerinin
plak at ve Ust yuzeylerinde sifir olmasi sart1 ile uyum saglamaz. Bu hata Mindlin
dizeltme katsayisi veya kayma dizeltme katsayisi olarak bilinen bir faktor ile
giderilmektedir. Klasik tabakali kompozit plaklara benzer sekilde orta diizleme dik
uzakliklar degismez. Diger bir deyisle tabakali kompozit kalinliginin degismedigi
kabul edilir. Yani tabakal1 kompozitin dizlemine dik birim deformasyonu e,, diizlem
icindeki birim deformasyonlar e, ve g, ile karsilastirildigindaihmal edilir.

5.1. Tek Tabaka icin Gerilme Birim Defor masyon iliskisi
Birinci mertebe kayma deformasyon teorisine goére gerilme ile birim

deformasyon arasindaki iliskiyi veren (4.6) denklemi egilme ve kayma terimleri
yeniden siralanarak asagidaki sekilde yazilabilir:

(01y [@11 @iz O 0 01/
02 Q2 O 0 0 1] &

1Tz p = Qs 0 0 |{Viz; (5.1)
723 sim. Qas O ||V23

115/ | Qssd \V13/
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Bu denklem daha basit olarak
(01 (€1
) &
$Tiz p =[Q]{ Y12 ¢ (5.2)
T23 Y23
\ T3/ \V13/

seklinde yazilabilir. Burada[Q)], elastiklik matrisidir.

Tabakal1 plaklarda malzeme yonlenme agisi tabakadan tabakaya degisebilir.
Bu tir acili plaklar icin gerilme-birim deformasyon iliskisinin genellestirilmesi
gerekmektedir. Acili tabakalar icin verilen koordinat sistemi Sekil 5.2'de
gorilmektedir. 1-2 koordinat takimindaki aks, yerel aks veya malzeme aks olarak
adlandirilir. 1 dogrultusu boyuna dogrultu ve 2 dogrultusu enine dogrultudur. x—y

dogrultulan sistemin asal dogrultularidir. ki koordinat sistemi arasinda 0 agisi
bulunmaktadhr.

Sekil 5.2. Acili tabakaya sahip malzemelerde sistem ve yerel eksenler

x-y koordinatlarindaki gerilme terimleri ile bu koordinat ile belirli bir 6 agisi
yapan 1-2 koordinatlarindaki (malzeme eksenleri) gerilme terimleri arasnda
asagidaki iliski verilmistir (Staab, 1998).
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(01 (Tx
0, gy

{ T2 p = [To-]< Txy ¢ (53)
T23 Tyz

\ T3/ \T,,/

Burada [Ts], gerilmeler arasindaki transformasyon matrisi olup acik olarak asagida

verilmistir.
cos? 0 sin% 6 2sin6cosé 0 0
[ sin? 6 cos? @ —25sin6@cos 0 0 }
[T;] =]—sin6cos® sinfcosh cos?6 —sin?d 0 0 (5.4)
0 0 0 cosf —sin@
0 0 0 sind cos@

Gerilmeye benzer sekilde x-y koordinatlarindaki birim deformasyon terimleri ile bu
koordinatlarla belirli bir 6 agist yapan 1-2 koordinatlarindaki birim deformasyon

terimleri arasindaki iliski asagida verilmistir:

(€1 (Ex )
& &y

V12 p = [Te] { Vay ¢, (5.5)
Y23 Vyz

\Y13/ \Yxz/

Burada [T.], birim deformasyonlar arasindaki transformasyon matrisi olup, agik
olarak asagida verilmistir:

cos? 6 sin? 6 sin@ cos 6 0 0
| sin?6 cos? 6 —sin@cos @ 0 0 |
[T:]=|-2sin6cos® 2sinfcos@® cos?h —sin2@ 0O 0 (5.6)
0 0 0 cosf —sind
0 0 0 sing cosf
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(5.3) ve (5.5) denklemleri (5.2) denkleminde yerine konur ve diizenlenirse asagidaki
denklemi elde edilir.

(Ox ) (€x
Ty €y

1Ty ¢ = [To] QT [Te]  Vay ¢ (5.7)
Tyz Vyz

\Ty; ) \Vxz/

(5.7) denklemindeki [T,]1[Q] [T,] carpim: yapilirsa

( Gx \ -611 a12 a16 O O ] ( gx \
% a22 a26 0 0 &y
{Txy p = Q. 0 0|4V (5.8)
Tyz sim. 644 545 Vyz
Ksz) | Qg \sz)
Ifadesi elde edilir. Bu denklem daha basit olarak
(Ox ) (€x )
Oy €y
{tay = [Q]4 Vay ¢ (5.9)
Tyz Yyz
\T,,/ Vs

seklinde ifade edilebilir. Burada [5] donusime ugramis elemanin indirgenmis
elastiklik matrisi veya donistime ugramis elemanin indirgenmis rijitlik matrisi olarak

adlandirilir. Bu matrise ait terimler agik olarak asagida verilmektedir.
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Q,, = Q41 05* 8 + 2(Qs, + 2Q46)siN? 0 COS? O + Q,, SiN* 6

612 = ( Q11+ Qu —4Qge)siN% O c0s? 6 + Q4, (sin* 6 + cos* B)

Q,, = Q11 5in*0 + 2(Q,5 + 2Q46)siN? 6 COS? O + Q,, COS* O

Q. = (Q11— Q12— 2Q46)siN0 c0S® O + (Qrz — Qa2 + 2Q4) SiN® O COS B
Q,6 = (Qu1 — Q12 —2Q6)SiN® €080 + (Q12 — Qo + 2Q46) Sin 6 cOS® O
Q. = (Q11+ Qu2— 2Q52 — 2Q46)SiN? 0 COS2 O + Q4 (sin* @ + cOs* 0)
Q,, = Q44 COS% 0 + Q55 sin? 6

545 = (Qss — Q44) SiN O cos O

Q.. = Q550820 + Qyysin? 0 (5.10)

(5.8) bagintisi dizlem ici ve duizlem dis1 terimler dikkate alinarak iki matris seklinde
gosterilebilir. Sadece duzlem ici gerilmeler dikkate alinirsa diizlem gerilme durumu

olusur.

Ox 611 612 616 Ex
Oy % = Qy Q0] & (5.11)
Txy sim. 666 Yy

Duzlem disindaki gerilmeler kayma deformasyonu etkisini gosterir.

(- [@4 @s] - (512)
Txz sim. Q55 Vxz

5.2. Tabakali Kompozit Plakta Gerilme-Birim Defor masyon iliskisi

Sekil 5.3'te tabakali bir kompozit plak kesitinin deformasyon onces ve
sonrasinda xz-diizlemindeki yer degistirmeler gosterilmistir.
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-Two/TIx

Sekil 5.3. BKDT’sine gore plagin sekil degistirmesi

Birinci mertebe kayma deformasyon teorisine gore yer degistirme bilesenleri
su sekilde belirlenmektedir.

u(x1y1 Z, t) = uO(x1y1 t) —Z Q)x(xiyl t)
v(x,y,z,t) = vo(x,y,t) —z 0y (x,y,t) (5.13)

w(x,y,z,t) = wy(x,y,t)

Burada u, v ve w plagin (X, y, 2) noktasindaki yer degistirmeleri, (uo, Vo, Wo, Dy, (by)
ise genellestirilmis deplasmanlardir. up ve vp orta dizlemin x ve y yonlerindeki yer
degistirmeleri, wp ise orta diizlemin plak diizlemine dik olan yer degistirmesidir. @,
ve 0, ise, sirasyla, y ve x eksenleri etrafindaki dénmeler olup, asagidaki sekilde
ifade edilirler.

=2 g, =2 5.14
X9z Y 0z (5.14)
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Tabakali kompozit bir plakta olusan birim deformasyonlar en genel halde
asagidaki gibidir.

[ €x

{ Vxy

Vyz

LYXZJ

\

( ou

0x
v

ay
Ju OJv
{—+—>
dy Ox
ow 0dv
- —
dy 0z
ow N Ju
\dx 0z’

(5.13) ve (5.14) denklemleri
deformasyonlar asagidaki sekilde elde edilir.

{ Vxy

Vyz

(5.16) denklemi daha basit olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir.

[ €x

k)/JCZJ

[ €x

(&0 + zic, )
0
&0 +zk,

0
Yxy T+ ZKyy ’

0x dx
0V, 200,
ady dy
du, dv, 09, 00,
dy  Ox dy 0x
aw,
oy >
aw,
\ o O

48

(5.15)

(5.15) denkleminde vyerlerine konursa birim

(5.16)

(5.17)



5. TABAKALI KOMPOZIT PLAKLAR

Mehmet Fatih SAHAN
Bu denklemde uzama sekil degistirmeleri asagidaki sekilde:
Ex Exo Kx
{e}=1:¢ ;= {eyo } +z4 Ky (5.18)
yxy yxyo ny
veya kapali formda
{e} = {ep} + {ef} = {ep} + z{x} (5.19)

seklinde ifade edilebilir. Burada {ep}, orta dizlemdeki sekil degistirmeler olup,

( Oup )
(&) o
av,
l=18" =4 3¢ 1 (5.20)
du, OJv
0 0 0
Yy \ 0y * 0x J
seklinde, {¢/} ise, egrilik nedeniyle olusan sekil degistirmeler olup,
( 00, )
M  ox
29,
{er} =24 Ky } =23 oy S (5.21)
Vexy ) _ (99« 99y
\ \dy 0x /)
seklindedir. Kaymasekil degistirmeleri ise, asagidaki sekilde yazilabilir.
V;
o ={"} (5.22)
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(5.17) denklemi (5.8) denkleminde yerine konursa tabakali kompozit plakta,
orta diuzlemden “Z’ kadar uzakliktaki herhangi bir tabakadaki gerilmeleri veren
denklem orta duizlemin sekil degistirmeleri ve egrilikleri yardimiyla asagidaki sekilde
ifade edilir:

(%Y [0, @, Q. O O] &+ zZ Ky )
% a22 a26 0 0 &y +Z Ky

LTy p = Qe 0 0 ¥y’ +zKyey (5.23)
Tyz sim. a44 a45 Vyz

\Tyr) L 655- \ Yz J

(5.23) denklemi egilme ve kayma terimleri ayr1 ayr olacak sekilde dizenlenirse
asagidaki denklemler elde edilir.

Ox a11 a12 a16 gxo +Z Ky
oy + = Q,, Q|4 &°+zK (5.24)
Txy sim. 56 o) ¥y + 2Ky
{Tyz} — Q4—4 Q4—5 {yyz} (5 25)
Txz Qs Qo] Wz

Bu denklemler daha basit olarak

Oy &0+ z K,
Oy b = [EG] &,° +z K, (5.26)
Tx}’ yxyo +z ny

ol =) =2

seklinde gosterilebilir.
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5.3. Tabakalh Kompozit Plaga Etki Eden Bileske Kuvvetler ve M omentler

Tabakali kompozit bir plagin birim uzunluguna etkiyen bileske kuvvetler ve
momentler, her bir tabakadaki gerilmelerin plak kalinligi boyunca integre
edilmesiyle elde edilir. Tek tabakali bir plagin birim uzunluguna etkiyen bileske

kuvvetler ve momentler Sekil 5.4 te gosterilmistir.

Sekil 5.4. Tek tabakal1 bir plagin birim uzunluguna etkiyen bileske kuvvetler ve
momentler

Burada N, M ve Q sirasiyla levha enine kesitinin birim genisligine etkiyen normal
kuvvetler, momentler ve kesme kuvvetleridir. Tek tabakali bir plagin levha enine
kesitinin birim genisligi basina etkiyen normal kuvvetler, (5.28) denklemi ile ifade
edilmektedir. Tek tabakali bir ortotropik plak igin verilen levha enine kesitinin birim
genisligi bagina etkiyen momentler ve kesme kuvvetleri icin verilen (4.23) ve (4.24)
denklemleri burada da kullanilmaktadhr.

- (h/2 -
f o, dz
~h/2
Nxx h/2
{N} =< Nyy = f oy dz (5.28)
N, ~h/2
Y h/2
J Ty Az
L/ _h/2 |
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Tabakali kompozit bir plagin birim uzunluguna etkiyen bileske kuvvet ve
momentler ise asagidaki gibi ifade edilebilir.

Nxx n/2 (Ox N Zkt+1 Ox

{N}={Nyy :j {Uy}dZZZJ {Uy} dz (5.29)
Nyy ~n/2 \Tyy miae ),
Mxx n/2 ( Ox N Zk+1 Ox

{M} ={M,, :f {Uy}z dZ:Zf {Uy} z dz (5.30)
M, ~n/2 (Tyy =ae Ty),

h/2 Nz

@)= [Led [0, e e

Qyz _hy2 txz iy, Txz)y,

Burada K, Mindlin kayma dizeltme faktorl olup, 5/6 olarak dikkate alinacaktir.
(5.26) ve (5.27) ifadeleri (5.29), (5.30) ve (5.31) denklemlerinde yerlerine yazilirsa;

0

=

xx N _ zier | X zsr ((x
Ny, b = Z [Qd]k f e, vdz + J { Ky }z dz (5.32)
ny k=1 Zk nyo Zk Kxy

Mxx N o Zkt1 xO Zk+1 Kx
Myy ¢ = Z[Qa]k f &’ rzdz + f Ky tz* dz (5.33)
Mxy k=1 Zk nyo Zk Kxy

Qyz C AL Yy

{ sz} =Ky [a], f ("} az (5.34)

denklemleri elde edilir. Burada z ve z.; k’ninci tabakamn orta dizleme olan
uzakliklarim verir. Bu uzakliklar Sekil 5.5 te gosterilmistir.
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— |
H |
h/2 Tl n
Z3 Z2
i
z | ‘
¥ Zk+1
h/2 ® ____l_ Zi\‘ IN+1
® ek
VZ
Sekil 5.5. Tabakal1 kompozit bir plakta tabakalarin orta dizleme gére durumlar ve
koordinatlar

(5.32), (5.33) ve (5.34) denklemlerinde birim sekil degistirmeler, egrilikler
Z'ye bagli olmayip x ve y'nin fonksiyonudur. Bu ytizden bu denklemlerde integral
icindeki ifadeler disar cikarilabilir.

Exo Zi+1 Kx Zk+1
. &,° J dz+{’€y} J z dz (5.35)
k y 0 Zk ny Zy

xy

{gz}:xk’v 2., () L iz (5.37)

(5.35) (5.36) ve (5.37) denklemlerindeki integraller alinirsa asagidaki denklemler
elde edilir:
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Niex A Ay Agg] (& B11 Bix Big](Kx
Nyyt =412 Az Azl &° ¢+ |Biz Baz Bag {Ky } (5.38)
Nyy Aie Aze  Agel \yy,° Bis Bze Beel \Kxy
Mix B11 Biz Bis £x0 D11 D1z Dig](Kx
Myy + =B, B, Bag gyo +|D12 Dy Dye {Ky } (5.39)
M., Bie Bas Becl \y,),° Dis Dz Dggl \Kxy
Qyz} _ [Asa A45] Yyz
{sz B A4—5 A55 {sz} (5'40)
Bu denklemler daha basit gosterimle
Ny gxo Ky
{N} ={Nyy t = [A]X &° ¢+ [B] { Ky} (5.41)
ny ]/xyo ny
Mxx ng Ky
{M} =Myt = [B]{ &° ¢ + [D]] Ky } (542)
Mxy nyo Kxy
== ) (543)
sz Vxz
olarak veya kapali formda
{N} = [Al{ep} + [B{x} (5.44)
{M} = [Bl{e, } + [DN{x} (5.45)
{Q} = [AsKy } (5.46)
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seklinde yazilabilir. (5.44) ve (5.45) denklemleri birlestirilerek asagidaki sekilde
gosterilebilir.

{Nh _[[A] [BI({e }}
ton) = a1 [D]]{{;f} (547)

Burada [A], [B], [D] ve [A] matrideri sirasiyla, uzama, egilme-uzama etkilesim,
egilme ve kayma rijitliklerini ifade eder. Bu matrislerin elemanlan asagidaki gibi
elde edilir.

N o k+1 N

= Zf 0dz = (")(z,m ~ ) ij=126  (548)
k=1
N

- Z f Q ZZQ(k)(ZI%+1 - ZI%) l,] = 11216 (549)
k=1

Dij =

NgE

k+1 1 N
| @Prar=3) 00k, - =126 (650
k =1

=
1l

1

(Ag);; = Z j 0¥dz = KZQ(k)(Zk+1—zk) ij=45 (551)

Birinci mertebe kayma deformasyon teorisine gore birim genislige etkiyen ic
kuvvetler toplu olarak asagida verilmistir.
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(Nxx\ 1Ay A, Ae By Bia Big O 01(&")
Nyy Aj; Azp Aze Bz By By O 0 Eyo
Ny Ae Aze Ase Bis Bas Bes O 0 nyo

) My [ — Bi1 Biz Big Din Diz Dig O 0 Kk b (552)
My, Bi, By, By D1z Dy Dye O 0 Ky '
My, Big Bye Bes Die Das Des O 0 Kxy
Qy, 0 0 0 0 0 0 Ay Ay Vyz

L0,/ 0] 0 0 0 0 0 Ay Asgs \ Vyz /

5.4. Tabakah Plak Hareket Denklemleri

Tabakal1 plak harekt denklemleri, dinamik ytkleme durumu igin virtlel yer
degistirme ilkes yardimi ile elde edilebilir. Virtiel yer degistirme ilkes (4.20)
denkleminde verilmistir. (5.18) denklemi (4.21) denkleminde yerine konur ve plak
kalinlig1 boyunca integral alinirsa sekil degistirme enerjisi asagidaki sekilde yeniden
yazilabilir.

oU = f(Nxxggxo + Nyy6€y0 + ny6yxy0 + My Otcx + My 8k, + My, Oty
A

+Qy25yyz + szgyxz)dA (5-53)

Bu ifade daha basit olarak
SU = J ({85, )N} + {5 (M} + {57){Q}) dA (5.54)
A

seklinde gosterilebilir.

Plak ylzeyine dik etki eden dis kuvvetlerin yaptig: virtlel is
oV = —fq(SdeA (5.55)
A
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denkleminden elde edilir. Burada q, tabakal1 plakta en Ust tabakaya etki eden yayili
yukU gosterir.

Benzer sekilde kinetik enerji ifadesi (4.32) denklemi ile elde edilir. (5.13)
denklemi (4.32) denkleminde yerine konur ve kalinlik boyunca integral alinirsa plaga

ait kinetik enerji asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

6T = f[[o(ilo6u0 + Uy0vy + Wyowy)
A

—11(@6ug + By 6vy +iig6D, + Uy60,)

+1,(0,80, + 0,60, )]dA (5.56)

Burada lo, 11 ve I, kitlesel atalet momentleri olup, asagidaki integrallerden

hesaplanir.

h/2

oty 1) = |

—h/2

h? h3
(p’pz,pzz)dz = p <hIZIE> (557)

(5.57) ifades yeniden diuizenlenerek

6T = f{(louo - Iléx)é‘uo + (101'7.0 - Iléy)é‘vo —+ IOW06WO
A
+(1,0, —Lily) 60, + (1,8, —1,7,)50,} dA (5.58)

seklinde yazilabilir.
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(5.53), (5.55) ve (5.56) denklemlerini (4.20) denkleminde yerlerine konursa

virtle isi veren ifade

t
j <j {Nxx(SexO + N,y 68y + Nyyy 6Yxyo + My OKy + M, 6Ky, + My, 6Ky,
0o \/a

+Qyz6Yyz + Qxz0¥xz — q6Wo

—I,(ilgSug + Vo6V, + Wedwy)

+1, (D, Sug + B, 6v, +iig80, + 60,,)

~1,(0,60, + 0,60,)} dA )dt = 0 (5.59)

seklinde veya (5.54), (5.58) denklemlerini kullanarak daha basit olarak

| ( [ {{oe) 01 + (ot + ov14Q1 - aom,
0 A

—(Ioity — I B ) Sug — (IoPo — 1,8, )5vy — IgWodw,
(L0 —Lily) 50, — (LD, —1,1)59,} dA) dt (5.60)

seklinde elde edilir.

55. BKDT'sine Goére Tabakalhi Kompozit Plaklarin Sonlu Eleman
For mulasyonu

5.5.1. Sekil Degistirmeler

Birinci mertebe kayma deformasyon teorisine gore herhangi bir noktadaki
deplasmanlar, {u} = {ug, vy, W, B, @,}", sekil fonksiyonlar: yardim: ile asagidaki

sekilde elde edilir:
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n n n
U = Z Niug; Vo = Z Nivy; Wo = Z Niwy;
i=1 i=1 i=1

Dy = i N®@y @, = Zn: N; @y, (5.61)
i=1 i=1

L 2

Burada n, her elemandaki digim sayisi olup, elemandaki digim noktalarindaki
deplasmanlar, {d}. = {uo;, Voi, Woi, Bxi, @y;}"  seklindedir.  Formiilasyonda 8
digmlt  sonlu eleman kullanilacaktir. Plagin  herhangi  bir noktadasindaki

deplasmanlar matris formunda

Up N, O O O 07 (Uo
Vo 8 [ O N O O O ] Voi
wy={wol = Z 0 0 N, 0 0f{wo (5.62)
Dy =0 O O N; O Qi
\2,) o o o o nll\o,
veya kapal1 olarak
{u} = [NHd}) (5.63)

seklinde gosterilir. Burada N; sekil fonksiyonlari (4.39) denkleminde verilmistir.
Herhangi bir noktadaki deplasmanlarin degisimi ise

{6u} = [NKod}ey, {ou} = {8d})IN]* (5.64)

olarak ifade edilir. Plak orta dizlemindeki sekil degistirmeler ve egrilikler, sekil
fonksiyonlar: yardimu ile asagidaki gibi ifade edilebilir.
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8

duy
Exo = E = ZN'xuOi

E)vo
Z levm

du, OJv
nyo e 0 0 0 z(leuOL + levm)
y
90 -
e =7 axx = _ZlNixQ)xl
=
8
0,
Ky = Ty _ZNin)yl
i=
09, 00 °
Key =~ < ayx + a_xy> = —Z NiyOxi + NixOy;
i=
ow
Yyz = _0 - (D Z(Nl yWoi — N; Q)yl)
ow
Vxz — _0 - @ = Z(NLxWOL —N; QXL) (5-65)

olarak elde edilir. Birim deplasmanlar diizenlenerek matris formunda

(Yo
8 /Ni,x 0 0O 0O Voi \
{e,,}:z 0 Niy 0 0 0OffWoi (5.66)
=i\ [Niy Nixy 0 0 O l%-
veya kapal1 olarak
{en} = [B{d}e) (5.67)

seklinde gosterilir. Birim uzamalarin degisimi ise asagidaki sekilde tanimlanir.
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{6e,} = [B.J{od} o), {6e,}" = {6}, [Bol" (5.68)

Benzer sekilde egrilikler sekil fonksiyonlar: yardimiyla matris formunda:

Upj
0 0 0 —N;, 0 Voi \I
) = Z 000 0 =Nl {wo (5.69)
0 0 0 =N, —Ny| |%Px /
k@yi)

seklinde veya kapal1 formda
{r} = [BrHd}) (5.70)

olarak yazilabilir. Egriliklerin degisimi ise

{6K} = [Br{6d}(e), {5x}" = {8}, [Bf]* (5.71)

seklinde tanimlanir.

Kayma sekil degistirmeleri, sekil fonksiyonlar: yardimiyla matris formunda

(Hoiy)
8/0 0N, O —N!”WL\
— Ly i .
{V}‘Z\o o Ny N 0 ;0%) (572)
i=1 xi
L@yiJ
seklinde veya kapal: formda
{r} = [B;Hd}) (5.73)

olarak gosterilebilir. Kayma sekil degistirmelerinin degisimi ise

{6y} = [B;{6d}e), {6y} = {8}, [Bs] (5.74)
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seklinde ifade edilir.
(5.66), (5.69) ve (5.72) denklemleri birlestirilerek asagidaki gibi ifade

edilebilir.

{e}
{x} = [Bl{d})

{r}
Ny O 0 0 0
0O N, O O 0
LNy N 00 0 r‘;m_'\
=Z 00 0 =N, 0 !w(;ll! (5.75)
Ll|0 0 0 0 -Ny|)lgo '
0 0 0 -Ny —Ngallg,
0O 0 N, 0 -N
|0 0 N, -N, O

5.5.2. Virtle s ifades

Sisteme ait virtuel is; virtlel sekil degistirme enerjisin, dis kuvvetlerin yaptig
is ve kinetik enerjinin sonlu eleman agindaki her eleman icin ayri ayri olusturulup
uygun bicgimde toplanmasindan elde edilir.

(5.44), (5.45) ve (5.46) denklemlerinin (5.54) denkleminde yerlerine konmas
ve bdylece elde edilen denklemin sonlu eleman icin yazilmasi ile elemana ait virttiel

sekil degistirme enerjisi elde edilir.

§U, = j {{82,} (A1 {€p} + [BHK) + {6k} ([B] {0} + [DI})
Ae

+ {8y} [AsHy } } dA (5.76)

(5.67), (5.70) ve (5.73) denklemleri (5.76) denkleminde yerlerine konursa
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ove = [ {65} (141 181 + (BB ek
Ae

+ {81} ([B] [B,] + [DIIB1){d}e)
+ {8y} [As1[B;Kd} ey } dA (5.77)

elde edilir. Benzer sekilde (5.68), (5.71) ve (5.74) denklemleri (5.77) denkleminde

yerlerine konursa sonlu eleman ait virtuel sekil degistirme enerjisi:

6U, = {5d}fe)l {[BaI*[A] [Bal + [B.[BIB] + [Bf]*[-A] [B.]
Ae

+ [B; ] [D1[B] + [Bs) [As1[Bal }dA| {d}(e) (5.78)

olarak elde edilir. Bu denklem sadece bir sonlu elemana ait virttel sekil degistirme
enerjisini verir. Bu denklem daha basit olarak asagidaki sekilde gosterilir.

§U, = {8d}(e[kle {d}ce) (5.79)

Burada [K]e sonlu elemana ait rijitlik matrisidir. (5.79) denkleminin (4.50)
denkleminde yerine konulmasi ile sistemin virtliel sekil degistirme enerjisini veren
denklem elde edilir.

el

el
SU = Z 5U, = Z{&d}ge)[k]e {d}e) (5.80)
e=1

e=1

Sistemin virtiiel sekil degistirme enerjisini veren denklem, sistemin digim

deplasmanlar: cinsinden en genel halde

6U = {sD}* {p}= {6D}¥'[K]1{D} (5.81)

St
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olarak gosterilir. Burada [K], sistem rijitlik matrisini, {D} ise sistem digim
deplasmanlarint gosterir.
Dis kuvvetlerin yaptig: virtlel isi gosteren (5.56) denklemi sekil fonksiyonlari

yardimiyla sonlu eleman i¢in yazilirsa

8V, = — | {q}INHod}e = —{6d},, j [N]{q}dA (582)
Ae

Ae

elde edilir. Burada { g} e sonlu elemana etki eden yayil1 yik vektori olup asagida agik
olarak verilmistir.

(0)

H

{ate =14 (5.83)
0
0

(5.82) ifadesi daha basit olarak
8V, = —{8d}(,) {f}e (5.84)

seklinde gosterilir. Burada {f}e sonlu elemana ait digim yik vektoridir. Dis
kuvvetlerin sistem Uzerinde yaptig virtel isi gosteren denklem ise (5.84) ve (4.51)

denklemleri yardimt ile
el el
oV = 8V, = - ) {6d¥ifke (585)
e=1 e=1
olarak elde edilir. Bu denklem en genel halde

el
o = ~{sD}’ Z{f}e] = —{6D}{F) (5:86)

64



5. TABAKALI KOMPOZIT PLAKLAR Mehmet Fatih SAHAN

seklinde gosterilir. Burada{F}, sisteme ait digim yUk vektorint temsil eder.
Herhangi bir noktadaki ivmeler, {ii} = {ilo, ¥o, Wo, By, B, 3T,  sekil

fonksiyonlar: yardimi ile

U N, 0 0 0 07 (o
Yo 8 O N O O O] Voi
(it} = { Wo :Z 0 0 N, 0 O0f{%i (5.87)
6. &=llo 0 0 N, O |Du
(@y J 0 0 0 0 N (@yi J
veya kapal1 formda
{i} = [N){d} (5.88)

seklinde gosterilir. Kinetik enerjiyi veren (5.58) denklemi matris formunda yazilacak

olursa

o 0 0 -I 0] (Uo)

| 0 I, 0 0 ~—Ij|[Y
6T=J{6u,5v,5w,5®x,6¢y} 0O 0 I, 0 O0[<WordAa (589)

A _11 O O I O l@x

O -, 0 0 I @,

veya kapal1 formda
ST = f {5}t [m] {ii} dA (5.90)
A

seklinde gosterilebilir. Burada [m] kitlesel atalet momentleri iceren matristir. (5.88)
ve (5.64) denklemleri (5.90) denkleminde yerlerine konursa sonlu elemana ait virttel

kinetik enerjiyi veren denklem:
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8T, = {8d}{,, < (IN1t[m] [N])dA) {d} © (5.91)
Ae

seklinde elde edilir. Bu ifade daha basit olarak
8T, = {8d}(ey[m]. {d} © (5.93)

seklinde gosterilir. Burada [m]e sonlu elemana ait kitle matrisidir. Sistemin virtel
kinetik enerjisini veren denklem sonlu elemanlara ait kinetik enerjilerin toplanmas
ile asagidaki sekilde elde edilir.

el el
5T = Z 5T, = Z{sd}ge)[m]e {d},, (5.94)

Bu denklem sistem digim deplasmanlar: cinsinden

8T = {6D} {D}= {sD}¥[M]{D} (5.95)

el
> I,
e=1
seklinde ifade edilir. Burada [M] sistem kiitle matrisidir.

(5.81), (5.86) ve (5.95) denklemleri (4.20) denkleminde yerine konur ve

gerekli sadelestirmeler yapilirsa virtlel isi veren denklem asagidaki sekilde elde
edilir.

t

fo [t60) {IM1{B} + K140} — (F))] at =0 (5.96)

Bu denklemde {dD} deplasman varyasyonunu olup, asagidaki ifade yazilabilir.
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[MI{D} + [K{D} - {F} =0

Burada[M], [ K] ve {F} asagsidaki sekilde elde edilir.

m=ime

m=ime

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.98), (5.99) ve (5.100) denklemlerinde [m]e, eleman kitle matrisi, [K]e,

eleman rijitlik matris ve {f}. eleman yuk vektori asagidaki integrallerden

hesaplanmaktadir.

bm:jWHMww
Ae

(5.101)

[kl = Le([Ba]T[cfl] [Bal+ [Bal"[B1[By] + [Br] "[A] [Bd]

+[B;| T[D] [Bf]| + [Bs]" [As] [Bs])dA

UhéLWﬂﬂuM
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Kartezyen koordinatlarda verilen (5.101), (5.102) ve (5.103) denklemleri x-h

birim koordinatlarda

[m], = f f [N]" [m] [N] Det[/1dédn (5.104)
n=—1 &=-1
K], = f f (Ba] "[A1 [Ba] + [ "[B1[B;] + [B;] T[41 [Ba]
n=-1 &=-1
+[B,] T[D] [B,] + [B,]" [A.] [B.])detldédy  (5.105)
i} = f f [NT"{q}. Det[/ldédn (5.106)
n=—1 &{=-1
olarak elde edilir.

(5.97) denkleminin Laplace donustimi alimnca
s*[MI{D} — s[MKD(0)} - [MI{D(0)} + [K{D} = {F} (5.107)

ifadesi elde edilmektedir. Burada, {D} ve {F} sirasiyla, sistem diigiim deplasman ve
ylik vektorlerinin Laplace dontisumlerini temsil eder. {D(0)} ve {D(0)} ise baslangic
deplasman ve hiz vektorlerini gostermektedir. (5.107) denklemi yeniden diizenlenirse
zamanla keyfi olarak degisen yukler atinda tabakali kompozit plagin hareket

denklemi,

{D} (s*[M] + [K]) — s[MKD(0)} - [MI{D(0)} = {F} (5.101)
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olarak elde edilir. Bu denklem daha basit olarak,

[KKD} = {F} +{Fo} (5.102)

seklinde yazilabilir. Burada [K] donlsmiis uzayda dinamik rijitlik matrisi ve {F}
baslangi¢ kosullar1 nedeniyle yik vektoriine gelen katki olarak tanimlanr.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bdltimde ortotropik plaklara ve tabakal: kompozit plaklara ait uygulamalar
ele ainacaktir. Ortotropik plaklarin ve tabakali kompozit plaklarin dinamik
analizlerini yapmak amaciyla Fortran programlama dilinde bilgisayar programlar
hazirlanmigtir. Bu programlarda, 8 digumlt eleman modeli kullamlarak, sonlu
elemanlar metodu ile elde edilen hareket denklemine Laplace donisim uygulanarak,
dinamik problem statik hale donustirilmektedir. Boylece Laplace uzayinda elde
edilen lineer cebrik denklem takimi Gauss eliminasyon metodu ile ¢ozilerek bir dizi
Laplace parametresine bagli sonuglar elde edilmektedir. Laplace uzayindan zaman
uzayina gecis icin Durbin’'in modifiye edilmis ters Laplace donlsim metodu
uygulanmustir (Durbin, 1974; Narayanan, 1979; Temel, 2003 ; Pekel et a., 2011).
Durbin’in Modifiye edilmis ters Laplace donisiim metodu Ek 1'de verilmistir. Bu
calismada ele alinan plaklar icin simetri sartlarn dikkate alinmak suretiyle, ceyrek
plak icin sonlu elaman ag1 olusturularak ¢cozimler elde edilmistir. Bu bdlimde ele
alinan orneklerde elde edilen ¢okme ve moment degerlerinin zamanla degisimleri

grafikler Uzerinde karsilastirilmstir.

6.1. Ortotropik Kalin Plak Uygulamalari

Bu at bolumde iki 6rnek problem ele alinacaktir. Oncelikle bu tezde
hazirlanan programin dogrulugunu test etmek amaciyla literattirde analitik ¢ozimleri
verilen problemlere ait sonuglar ile karsilastirma yapilacaktir. Bu oOrnek aym
zamanda viskoelastik malzeme icin de ayrica ¢ozilecektir. ikinci olarak; dizgin
yayil1 yuk altindaki ortotropik malzemeye sahip ankastre mesnetli dairesel plak ele
alinacaktir. Ele ainan plaklarin ¢gékme ve moment degerleri, sonlu e emanlar metodu
ile hem Laplace uzayinda ve hem de zaman uzayinda farkli zaman artimlar icin

hesaplanacaktir.
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6.1.1. Kismi Yayih Yiik ile Yuklenmis izotropik Malzemeye Sahip Dikdortgen
Plak

Bu uygulamada, kismi yayil1 dinamik ytk altinda, izotropik malzemeye sahip
dort tarafi basit mesnetlenmis dikdortgen plak ele ainacaktir. Ele alinan plak icin
boyutlar: a=1 m, b=v2 m, h=0.2 m.; Poisson orani, n=0.3, kiitlesel yogunluk, r =1.0
kg/m® alinmis olup, plak geometrisi ve sinir sartlar Sekil 6.1’ de gosterilmistir. Plak
Uzerine etkiyen dinamik yik adim tipi bir fonksiyona sahiptir. Bu problem Reismann
ve Lee (1969), tarafindan analitik olarak ¢ozilmustur. Bu problemin analitik ¢ozimi
Ek 2'de verilmistir. Bu 6rnek problemde, simetri sartlarindan yararlanmak suretiyle,
ceyrek plak icin (4x4) sonlu elaman ag1 olusturulmustur. Bu 6rnekte cokme, moment
ve zaman buyuklikleri srasiyla Ehblgea®, 12b/goh%a?, (E/a’r)Y? terimleri ile

carpilarak boyutsuzlastirilmaktadhr.

_Cﬁ ‘F‘ Ay /{W: =0
NI

b=C2
=0.2
i
el
5
v
x
o]
- >

>t(s.)

N vy | mmmmmmmmmm e o Adim Tipi YUk

a) Plak geometrisi ve sonlu eleman agi b) Dinamik yuk fonksiyonu
Sekil 6.1. Kismi yayili yiuke maruz dikdortgen plak

Farkli zaman artim miktarlarina gore Laplace uzayinda elde edilen ¢okme
degerleri ile analitik ve statik sonuclar Sekil 6.2'de gosterilmistir. Sekil 6.2'nin
incelenmesinden, degisik zaman artimlar: igin Laplace uzayinda elde edilen ¢okme
degerlerinin analitik degerler ile cakistigi gorilmektedir. Sekil 6.3'te farkli zaman

arttm miktarlar: icin Laplace uzayinda elde edilen ¢ozimler ile analitik ve statik
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cozumler birlikte gosterilmistir. Bu ¢calismada onerilen metot ile farkli zaman artim
miktarlar1 igin hesaplanan moment degerleri ile analitik degerlerin cakistigi
gorulmektedir (Sekil 6.3). Moment degerleri, plak ortasina en yakin Gauss
noktasinda (0.0211;0.0211) hesaplanmustir.

25
x Bu ¢alisma (dt=0.08; N=1024) © Bucalisma (dt=0.16; N=512)

= & Bu calisma(dt=0.32; N=256) Analitik
< 201 Statik
S
X
0
O 1,5 1
N
2
>
2 10 4 ‘
M

0,0 i . T T T T T T —T

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Boyutsuz Zaman, t
Sekil 6.2. Plak ortasindaki gokmenin zamanla degisimi

O L
0

x  Bu calisma (dt=0.08; N=1024) o Bucalisma (dt=0.16; N=512)
25 - & Bucaisma (dt=0.32; N=256) Andlitik
Statik
X
S 20 b
D 15
o
=
N -
E 10
2,
o 5
10 20 30 40 50 60

70 80
Boyutsuz Zaman, t
Sekil 6.3. Plagin Gauss noktasindaki My momentinin zamanla degisimi

Cozumler gesitli zaman artim miktarlart ve Laplace parametreleri igin test
edilmis; dt=0.08, 0.16, 0.32 zaman artimlari ve N=256, 512, 1024 Laplace
parametreleri kullamlarak elde edilen tUm ¢6zimlerin analitik ¢ozim ile cakistig

gorulmustdr.
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2,5

— Statik Bu Calisma (g=0.0)
----- Bu Calisma (g=0.05) —a— Bu Calisma (g=0.1)
2,0 1 —o— Bu Calisma (g=0.2)
S
g " ,
E 1!5 7 I ') /A -
0 ) AN /AN -
O d N ¥ \| " SN \ N
3 10 1 - ’ -
5 VT o \\ /I ‘o y
g\ ; \ I/ ‘\ ,’ L, ’
m 015 T \ /’ v .
0,0 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Boyutsuz Zaman, t
Sekil 6.4. Plak ortasindaki gokmenin zamanla degisimi

— Statik Bu Calisma (g=0.0)
254 - Bu Calisma (g=0.05) —— Bu Caisma (g=0.1)
< —o— Bu Calisma (g=0.2)
x
S 20 -
2 15 -
o
=
N 10 A
E 0
>
3 5 A
m
0

40 50 60 70 80
Boyutsuz Zaman, t
Sekil 6.5. Plagin Gauss noktasindaki My momentinin zamanla degisimi

10 20 30

Degisik sonim oranlar: dikkate alinarak plak ortasinda elde edilen ¢okme ve
egilme momenti M« degerleri sirasiyla Sekil 6.4 ve Sekil 6.5'te gosterilmistir. Bu
sekillerde degisik sOnUm oranlarina gore elde edilen viskoelastik c¢ozimler ile
birlikte statik, lineer elastik ¢cozimler de gosterilmistir. Beklendigi gibi, elastik-
dinamik c¢ozumler, statik degerler etrafinda salimima devam ederken, viskoelastik
durumda davranislar zamanla statik degerlere yaklasarak soniimlenmektedir. Sonim
orantnin artmast durumunda salimma ait genliklerin statik degere daha cabuk
yaklastigi Ayrica, viskoelastik kain
davraniglarimin belli bir sire sonra sonimlendigi ve statik degere ulastigi ortaya
cikmaktadr.

anlasilmaktadhr. plaklarin  dinamik
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6.1.2. Ortotropik Malzemeye Sahip Dairesel Plak

Bu uygulamada uniform yayili dinamik yiUk ile yUklenmis, kenarlarindan
ankastre mesnetlenmis, ortotropik malzemeye sahip dairesel plak ele alinmistir. Plak
geometrisi, sonlu eleman agi1, sinir sartlart ve dinamik yuk tipleri Sekil 6.6’ da
gosterilmistir. Plak ¢api, D=1 m., kalinlik, h=0.2 m. ammstir. Dairesel plak
0o=1000 N/m? siddetinde iki farkl: tipte dinamik yik icin ¢ozilecektir. Plaga ait
kiitlesel yogunluk r =2000 kg/m® olup, bu uygulamada hem izotropik malzeme, hem
de ortotropik malzeme durumlar: icin ¢ozimler yapilacaktir. Malzeme 6zellikleri
asagida verilmektedir:

Ortotropik malzeme: E;=25x10° N/m?, Ex=E4/25, G15=G13=0.5E,, G»3=0.2E,, v=0.25
izotropik malzeme : E=25x10” N/m?, G=10x10° N/m?, v=0.25

q(t)

A

o

P {(s.)

Adim Tipi YUk

c=005 ° Us)
Sinuzoidal YUk
v y
a) Plak geometrisi ve sonlu eleman agi b) Dinamik yuk fonksiyonu

Sekil 6.6. Uniform yayil1 yuklt dairesel plak

Ele alinan dairesel plaga ait ¢ozumler, simetri sartlarn dikkate alinmak
suretiyle, ceyrek plak icin 9 adet elemanla sonlu eleman ag1 olusturularak elde
edilmistir. Dairsel plak oncelikle acim tipi yik atinda lineer-elastik ve viskoelastik

durum icin ayrn ayrt analize tabi tutulmus, ardindan sintizoidal yikleme etkisinde
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viskoelastik durum igin analizler yapilmistir. Bu 6rnekte SEM ve Newmark metodu
ile cozimler elde etmek icin Reddy (2006), tarafindan hazirlanan SEM2D program
kullamlmistir. Plak ortasindaki ¢okme ve egilme momenti degerleri; hem SEM ile
Laplace uzayinda hem de SEM ve Newmark metodunun birlikte kullamlimas: ile
zaman uzayinda elde edilmis ve sonuclar karsilastirilmistir. Egilme momenti
degerleri plak ortasina en yakin Gauss noktasinda (0.02123; 0.02123) hesaplanmustir.
Oncelikle adim tipi yukleme dikkate alinacaktir. SEM ve Newmark metodunun
birlikte kullanilmasi ile acim tipi yikleme etkisindeki ortotropik plakta olusan ¢cokme
degerlerinin zamanla degisimi Sekil 6.7'de, My egilme momenti degerlerinin
zamanla degisimi ise Sekil 6.8 de gosterilmektedir.

4,5E-06
x  Reddy (dt=0.00004) o Reddy (dt=0.00008)
asgos | Reddy (dt=0.00016) — —— Reddy (dt=0.00032)
! Bu Calisma (dlt=0.00032) - —— Stk
’é . I\,\. ‘? i N A
— 2 5E-06 A TR\ )
= kb i
g i
< 1,5E-06 -
O
50E-07 {4
'5,0E'O7 T

0,02 0,025 0,03
Zaman (s.)
Sekil 6.7. Plak orta noktasindaki ¢cokmenin zamanla degisimi

0 0,005 0,01 0,015

Sekil 6.7 ve Sekil 6.8'in incelenmesinden, Laplace uzayinda cok kaba zaman
arttmi (0.00032 s.) kullamlarak elde edilen degerler ile, zaman uzayinda ¢ok sik
zaman artimi (0.00004 s.) kullanilarak elde edilen degerlerin birbiri ile ortistigi
gorilmustir. Genel olarak bu tezde onerilen metod ile elde edilen sonuclar, zaman
uzayinda Newmark metodu ile elde edilen sonuglara gbre daha tutarli oldugu
gorilmektedir. Bu galismada onerilen metot ile yapilacak analizlerde, hesaplama
siresi bakimindan Onemli bir kazang saglanmaktadir. Bu Ornek icin kullamlan
hesaplama siiress SEM-Newmark yontemine gore 3.5 kat1 hizl1 gerceklesmektedir.
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120
x Reddy (dt=0.00004) > Reddy (dt=0.00008)
| I Reddy (dt=0.00016) — — - Reddy (dt=0.00032)
100 :
Bu Calisma(dt=0.00032) —— Statik
80 -
60 -
£
% 40 -
s
= 20 -
5
So
-20 T T T T T T T
0 0005 00l 0015 002 0025 003 0035 004

Zaman (s.)
Sekil 6.8. Plagin Gauss noktasindaki My momentinin zamanla degisimi

Sekil 6.9'da ortotropik ve izotropik malzeme durumlarinda plak ortasinda
elde edilen cokme degerleri gosterilmistir. Sekilden goértlmektedir ki; her iki
malzeme durumu icin elde edilen deplasmanlar arasnda buyuk farklar
bulunmaktadir. Sekil 6.10'da ise, hem ortotropik hem de izotropik malzeme

durumlart icin plak ortasinda elde edilen My, My, momentleri karsilastirilmistir.

3,5E-06
3006 4 . 777 Bu Calisma (Ortotropik)

Bu Calisma (izotropik)

s
2,5E-06 { |
£ |
—=2,0E-06 {
; 1
o 15606 4! !
E ] ]
X 10E-06 {1
O" ] |
) \
5,0E'O7 1 \
) ! I (W] !

1.2E-20 AA/\)\\VW\{\/\N\A‘\{\N\)\V\MW/WWV\AWMMAA/\/;{A

'5,0E'O7 T T T T T T T
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04

Zaman (s.)

Sekil 6.9. Plak orta noktasindaki ¢cokmenin zamanla degisimi
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120

- - - - Mxx (ortotropik) —o— Myy (ortotropik)

100 - — Mxx (izotropik) = = =Myy (izotropik)

80 A N " -~ n ’| I , n
— ’I ‘\ :l “ ll ‘| s 0‘ ‘\ " ‘\ ’I ll A ,' ‘\ ,' ‘l '
g60 9 1 | ! I [ 1A ' ! [ Py ! 1 I

; " \ I ' l’ \ \ : \ “ \ ’ 1 " '| ' \ !
~ l 1 \ \
Zo0 a AN i
£ 20 - ' ‘ ‘ i ‘ ‘ 1 4 |
§ \ Vo { g :

0 A9 ‘
7
'20 T
0 0,005 0,01 0,015 0} 02 0, 025 0,03 0} 035 0,04
Zaman (s.)

Sekil 6.10. Plagin Gauss noktasindaki My ve My, momentlerinin zamanla degisimi

[zotropik malzeme durumunda My, ve My, momentlerinin aym olmasina
karsin, ortotropik malzeme durumunda bu momentler birbirinden oldukga farkl:
cikmustir.

Viskoelastik malzeme durumlar1 icin plak ortasinda elde edilen ¢okme
degerleri Sekil 6.11' de, moment degerleri ise Sekil 6.12"de gosterilmistir. Bu sekiller
statik, lineer-elastik ve degisik sonim oranlart igin viskoelastik durumlar
icermektedir. Onceki Ornekte elde edilen sonucglara benzer sekilde, ortotropik
malzemeye sahip viskoelastik plaklarin dinamik davranisinda genlikler zamanla
azalarak statik degere ulasmaktadir. SONUM oram blyddikce statik degerlere
yakinsama da daha kisa stirede gerceklesmektedir.

4,5E-06 -
— Statik Bu Calisma (g=0.0)
----- Bu Galisma (g=0.00001) —-—-= Bu Caligma (g=0.00005)
3,5E-06 - —o— Bu Calisma (g=0.0001) —=+— Bu Calisma (g=0.0005)
E
= 2,5E-06
g
x~ 1,5E-06 A
‘0
O
5,0E-07 1
'5,0E'O7 T T T T T T T
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04
Zaman (s.)

Sekil 6.11. Plak orta noktasindaki ¢okmenin zamanla degisimi
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AR

Bu Calisma (g=0.0)
—-—= Bu Calisma(g=0.00005)
—+— Bu Calisma(g=0.0005)

120
— Statik

1004  ----- Bu Calisma(g=0.00001)
- —o— Bu Calisma(g=0.0001)
€ 80
.
=< 60 A
=
S 40 1
5
s 20 1

0 4
-20 T T T T
0 0,005 0,01 0,015 0,02
Zaman (s.)

0,025 0,03 0,035 0,04

Sekil 6.12. Plagin Gauss noktasindaki M, momentinin zamanla degisimi

Ikinci olarak, siniizoidal yiklemenin etkisi incelenecektir. Viskoelastik

malzeme durumunda plak ortasindaki ¢cokme degerleri Sekil 6.13'de, moment

degerleri ise Sekil 6.14' de gosterilmistir. Adim tipi yiklemeye benzer sekilde, cokme

ve momentlere ait genlikler zamanla azalarak statik degerlere ulasmakta ve sbnim

oran buyudiukce statik degere yakinsama da daha kisa stirede gergeklesmektedir.

2,5E-06
comsd A T Bu Calisma (g=0.00001) — == Bu Calisma (g=0.00005)
’ —o— Bu Calisma (g=0.0001) —— Bu Calisma (g=0.0005)
— L,5E-06 1 BuGaisma(g=0.0) e Statik
E
z 1,0E-06 {
g
£ 50E-07 {1
‘0 :
S ;
0,0E+00
-5,0E-07 +
'1,0E‘06 T T T T T T T
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04

Zaman (s.)

Sekil 6.13. Plak orta noktasindaki ¢okmenin zamanla degisimi
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eod .~ @ - Bu Calisma (g=0.00001) —-—-— Bu Calisma (g=0.00005)
—o— Bu Calisma (g=0.0001) —+— Bu Calisma (g=0.0005)

£ Bugaisma(g=0.0) e Statik
Z 30 -
X
=
2 9
o
=

'30 T T T T T T T

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04

Zaman (s.)

Sekil 6.14. Plagin Gauss noktasindaki M, momentinin zamanla degisimi

6.2. Tabakalh Kompozit Plak Uygulamalari

Bu at bolimde tabakali kompozit kalin plaklarin viskoelastik dinamik
davraniglart incelenecektir. Bu amagla, zamanla keyfi olarak degisen yukler atindaki
ortotropik malzemeye sahip tabakali kalin plaklarin, birinci mertebe kayma
deformasyon teorisini kullanarak, Laplace uzayinda viskoelastik dinamik analizlerini
SEM ile yapan Fortran dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmistir. Bu programda
sonlu elemanlar metodu ile elde edilen sistemi idare eden hareket denklemine
Laplace donUsimi uygulanmaktadir. Boylece donismis uzayda elde edilen lineer
cebrik denklem takimn Gauss eliminasyon metodu ile c¢ozllerek Laplace
parametresine bagli sonuglar elde edilmektedir. Laplace uzayindan zaman uzayina
gecis icin  Durbin’'in  modifiye edilmis ters Laplace donisim metodu
uygulanmaktadir. Hazirlanan programin dogrulugu literatirde yari-analitik ¢ozimleri
bulunan Ornekler Uzerinde gosterilecektir (Reddy, 2003). Ilgili referansta anti-
simetrik dik agil1 ve egik agili tabakal1 plaklarin BKDT’ ne gore Navier ¢ozimleri
icin hareket denklemleri elde edilmis; bu denklemlerin adim adim integrasyonlari ise
Newmark metodu yardim ile yapilmistir (Ek 3'e bakimz).

Calismalarda yeterli siklikta sonlu eleman agimin olusturulmast amaciyla
(0/90), (0/90)4, (45/-45), (45/-45)4, (0/90/90/0), (0/90/0) tabaka dizilimine sahip
plaklarin ¢esitli a/h oranlar1 ve farkli sonlu eleman aglart kullamlarak geyrek plak
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Uzerinde statik analizler yapilmistir. Bu tezde elde edilen sonuclar, analitik
sonuglarla Cizelge 6.1'de karsilastirilmustir. Ele aimnan orneklerde malzeme
ozellikleri: E;=25x10° N/m?, Ex=E1/25, G12=G13=0.5E,, G23=0.2E,, v=0.25; geometri
ozellikleri: a=b=1 m, h=0.1 m, a’lh=10 secilmistir. Plak (izerine ise g;=1000 N/m?
siddetinde yiik etkimektedir. Elde edilen cokme degerleri 100h°E,/qa” ile carpilarak

boyutsuzlastiril mistir.

Cizelge 6.1. Cssitli tabakalanma, oran ve sonlu eleman aglari icin elde edilen
boyutsuz cokme degerleri

Bu Calisma .
Tabakalanma | Oran (a/h) 2X2) (@xd) Analitik
100 0.6707 | 0.6697 | 0.6697

(0/90/0) 20 0.7568 | 0.7572 | 0.7572
10 1.0211 | 1.0219 | 1.0219

100 0.6822 | 0.6833 | 0.6833
(0/90/90/0) 20 0.7688 | 0.7693 | 0.7694
10 1.0241 | 1.0250 | 1.0250

100 1.0282 | 1.0305 | 1.0305

(45/-45) 20 1.0896 | 1.0907 | 1.0907
10 12778 | 1.2791 | 1.2792

100 0.3878 | 0.3882 | 0.3883

(45/-45)4* 20 0.4478 | 0.4482 | 0.4483
10 0.6358 | 0.6366 | 0.6366

100 16892 | 1.6978 | 1.6980

(0/90) 20 1.7563 | 1.7582 | 1.7582
10 1.9449 | 1.9468 | 1.9468

100 0.7155 | 0.7175 | 0.7175

(0/90)4* 20 0.7769 | 0.7776 | 0.7776
10 0.9651 | 0.9660 | 0.9660

* 4 dtindisi ile gosterilen plaklar 8 tabakal 1 dizilime sahiptir.
Cizelge 6.1'in incelenmesinden, statik analiz sonucunda; ceyrek plakta (4x4)

sonlu eleman ag1 icin elde edilen sonuglarin analitik sonuglar ile cakistig

gorulmastur. Dolayisiyla dinamik analizlerde (4x4) sonlu eleman ag1 segilecektir.
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6.2.1. Kenarlarindan Basit Mesnetlenmis Antisimetrik Tabakalanmaya Sahip
Kompozit Plak

Bu uygulamada, kenarlarindan basit mesnetlenmis tabakali kompozit plak
Uzerinde diizgin yayili dinamik yik etki etmektedir. Ele alinan tabakal1 plak icin
sonlu eleman ag1 ve dinamik yukleme ve tabaka dizilimleri Sekil 6.15'te gosterilmis
olup, plaga ait bilgiler asagida verilmistir:

Malzeme ozellikleri: E;=25x10° N/m?, E;=E1/25, G12=G13=0.5E,, G2=0.2E,, v=0.25
Geometrik 6zellikler: a=b=1 m, h=0.1 m (a/b=1, &h=10).

Kiitlesel yogunluk : r =2000 kg/m®

Dinamik yiik siddeti: 0go=1000 N/m?.

AY
S

- % Q(t)A

2N 7 W B —— I PR S P
: I Yo
I T
1 |

o Q 1 1
O o 1 : »
1
! I Adim Tipi ik 1)
v L | N>
4 1 ! > X

— i [ q(t)
1 ! A

> « 1 1
1 |
1 |
1 1

AN L L L L L L L L) 1 >
. ¢=0.006 t(s.)
a2 | ar o
« e > Sinuzoidal Yuk
a) Plak geometrisi ve sonlu eleman agi b) Dinamik yuk fonksiyonlar

Sekil 6.15. Uniform yayil1 yUkl U tabakal1 plak

Basit mesnetli, tabakali geyrek plak icin simetri ve simir sartlarn Cizelge
6.2’ de verilmistir.
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Cizelge 6.2. Basit mesnetli ¢eyrek plak icin simetri ve sinir sartlar

Sz?llz;n x=0 x=a/2 y=0 y=b/2
SS1 uo=0, (DXZO V=0, wg=0, ®y:O vo=0, ®y:O Uo=0, wg=0, (Z)XZO

SS-2 vo=0, (Z)XZO Uo=0, wo=0, (Z)y=0 uo=0, (Z)y=0 V=0, Wo=0, (Z)XZO

Durum 1) Anti-Simetrik Dik Acilhh Tabakalanma Durumu

) ) e
hi2 hi2
@ o\
> / / \ 4 >
‘ ) )1
hi2
hi2 o (
/ / v
a) (0/90) dizilime sahip plak kesiti b) (0/90), dizilime sahip plak kesiti

Bu uygulamada kenarlarindan basit mesnetlenmis tabakal1 plak 2 ve 8 tabaka
dizilimi icin ¢ozulmustur. (0/90) ve (0/90)4 seklinde dik agil1 tabaka dizilimlerine
sahip plak kesitleri yukarida verilmistir. Simetri ve sinir sartlari (SS-1) Cizelge
6.2’ de verilmistir. Bu calismada onerilen metot ile a/h=10 oramna sahip tabakal1 plak
icin elde edilen ¢ozimler, Reddy (2003)’te verilen yan-analitik metod kullamlarak
elde edilen sonuglar ile karsilastirlmistir. Tabakali plagin orta noktasindaki ¢okme
ve egilme momenti degerleri grafikler Uzerinde gosterilmistir.

Oncelikle bu tezde onerilen metodun dogrulugunu ve farkli zaman artim
miktarlari i¢in elde edilen sonuclarin tutarliligini test etmek amaciyla gesitli analizler
yapilmistir. Tabakal1 plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla degisimleri (0/90)
tabaka dizilimi igin Sekil 6.16'da, (0/90), tabaka dizilimi icin ise Sekil 6.17'de

gosterilmistir.
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50 - + Bu Calisma (dt=0.00064)
45 - © Bu Calisma (dt=0.00016)

X Bu Calisma (dt=0.00032)
—— Bu Calisma (dt=0.00008)

0 0,004 0,008

Zaman (s.)

0,012 0,016

0,02

Sekil 6.16. (0/90) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla

desisimi

2

=0 + Bu Calsma (d=0.00064)
2,25 1 e Bu Calisma (dt=0.00016)
2,00 A

1,75 A
1,50 -
1,25 A
1,00 A
0,75 A

o6kme, wx10° (m)

C
o
[on)
o

I

0,25 A
0,00
-0,25 +

X Bu Calisma (dt=0.00032)
— Bu Galisma (dt=0.00008)

0 0,004 0,008

0,012 0,016

Zaman (s.)

0,02

Sekil 6.17. (0/90), tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla

desisimi

Tabakal1 plak icin bu tezde 6nerilen metot ile farkli zaman artim miktarlar

icin elde edilen ¢cozimlerin birbiri ile ¢akistigi gorulmektedir. Sekil 6.16 ve 6.17'nin

incelenmesinden (0/90), tabaka dizilimi icin plak genlik ve periyotlarin (0/90) tabaka

dizilimi icin bulunan genlik ve periyotlardan daha kucik oldugu gorilmektedir.

Tabakal1 plagin orta noktasindaki momentin zamanla degisimi, (0/90) tabaka
dizilimi icin Sekil 6.18' de, (0/90)4 dizilimi icin ise Sekil 6.19' da gosterilmistir.
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180
160 -
140 -
120 -
100 -

+ Bu Calisma (dt=0.00064) X Bu Calisma (dt=0.00032)
e Bu Calisma (dt=0.00016) ——Bu Calisma (dt=0.00008)

Moment, Mxx (N-m)
(o2}
o

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.18. (0/90) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

200
180 -
160 -

+ Bu Calisma (dt=0.00064) X Bu Calisma (dt=0.00032)
© Bu Calisma (dt=0.00016) — Bu Calisma (dt=0.00008)

(N-m)
e e
28I NA
OO0 oo

Moment, Mxx (N
N
o

_20 T T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.19. (0/90), tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

Momentlere ait sayisal degerler incelendiginde, cokmeye benzer sekilde farkl
zaman artim miktarlar: icin elde edilen ¢ozumlerin hepsinin gakistigi gorilmektedir.
Sekil 6.18 ve 6.19' un incelenmesinden, (0/90)4 tabaka dizilimi icin plak genliklerinin
(0/90) tabaka diziliminkinden daha buyUk oldugu, periyotlarin ise daha kictk oldugu
gorilmektedir. Tabaka sayist artttkca moment salimminin genlikleri  artarken
periyotlari ise kictlmektedir.

Bu calismada Onerilen metod ve yari-analitik metod kullanilarak farkli zaman
artimlar icin elde edilen ¢cozimleri Sekil 6.20-6.23 te karsilastirilmistir. Y ari-analitik
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¢OzUm yonteminde, sistemi idare eden hareket denklemi, Navier metodu ile analitik
olarak elde edilmekte ve bu denklem takimimn ¢ozimi ise Newmark metodu ile
yapilmaktadir. Yari-analitik metod ile elde edilen ¢cokme degerlerinin zamanla
degisimi Sekil 6.20-6.21'de, moment degerlerinin zamanla degisimi ise Sekil 6.22-
6.23'te gosterilmistir.

Bu Calisma (dt=0.00064)
Reddy (dt=0.00032)
Reddy (dt=0.00008)

— — - Reddy (dt=0.00064)
— - — - Reddy (dt=0.00016)
X Reddy (dt=0.00004)

0,004 0,008

Zaman (s.)

0,016

0,012

0,02

Sekil 6.20. (0/90) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki ¢cokmenin zamanla

degisimi
3,0
Bu Calisma (dt=0.00064) — — - Reddy (dt=0.00064)

259 --mee-- Reddy (dt=0.00032) — - — - Reddy (dt=0.00016)

20 Reddy (dt=0.00008) X Reddy (dt=0.00004
& 15
—
x
=10
£
= 0,5
O

0,0

'0,5 T T T T

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.21. (0/90)4 tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla
degisimi
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200

180 | Bu Calisma (dt=0.00064) — — - Reddy (dt=0.00064)
e Reddy (dt=0.00032) — - — - Reddy (dt=0.00016)
e  Reddy (dt=0.00008) X Reddy (dt=0.00004)

140
120
100

Moment, Mxx (N-m)

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.22. (0/90) tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

220
200 1 Bu Calisma (dt=0.00064) — — - Reddy (dt=0.00064)
1804 Reddy (dt=0.00032) — - — - Reddy (dt=0.00016)
160 4 ©  Reddy (dt=0.00008) X Reddy (dt=0.00004)
€ 140 N
£
X
X
=
5
IS
o
=
-20 T T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.23. (0/90), tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

Sekillerin incelenmesinden yari-analitik yontem sonuclarimin 0.00004 ve daha
kiglk zaman artim miktarlart igin tutarli sonuglar verdigi anlasiimaktadir.
Sekillerden gorilecegi Uzere, Laplace uzayinda ¢ok kaba zaman artimi (0.00064 s.)
kullamlarak elde edilen degerler ile, zaman uzayinda yari-analitik yontemle ¢ok daha
sik zaman artim (0.00004 s.) kullamlarak elde edilen degerlerin ancak birbiri ile
OrtUstigu gorulmektedir. Genel olarak bu tezde onerilen yontem ile elde edilen

sonuclar yari-analitik yontemle elde edilen sonuglara gore daha tutarl: ve gergekgidir.
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Tabakal1 plaklarin viskoelastik davranmsini incelemek amaciyla (0/90) ve
(0/90), tabaka dizilimleri igin plaklarin viskoelastik dinamik analizleri yapilmis; elde
edilen ¢cokme ve moment degerlerinin zamanla degisimleri Sekil 6.24-6.27'de
gosterilmistir.

45 |——BuCGaisma(g=00)  —4—Bu Calisma(g=0.0001) —e—Bu Galisma (g=0.0004)
' | —8—BuCalisma(g=0.001) = Statik

w
o

O6kme, wx10° (m)

G
5

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.24. (0/90) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla
degisimi

24 | —Bu Calisma (g=0.0) —a— Bu Calisma (g=0.0001)
—o— Bu Calisma (g=0.0004) —&— Bu Calisma (g=0.001)
— Statik

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.25. (0/90)4 tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla
degisimi
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180
160 4 ——BuCalisma (g=0.0) —A— Bu Calisma (g=0.0001)
—o—Bu Calisma (g=0.0004) —&—Bu Calisma (g=0.001)
140 - ;
= Statik
A 120 ~

N

=

Q

S
1

Moment, Mxx (
N A OO @

o O O O O
L L 1 L

'20 T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.26. (0/90) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

200
175 A
150 -

E 125 -

—Bu Calisma (g=0.0) —A— Bu Calisma (g=0.0001)
—o— Bu Calisma (g=0.0004) —&—Bu Calisma (g=0.001)

=

o

o
1

Moment, Mxx (N
N g~
o U1 O O

N
o

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.27. (0/90), tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

Sekil 6.24-6.27 de statik ¢oziim, elastik-dinamik ve farkli sonim durumlar:
icin viskoelastik ¢Ozimler de gosterilmistir. Beklendigi gibi, elastik-dinamik
davranisa ait gcokme ve momentler statik degerler etrafinda salinima devam ederken;
viskoelastik durumda ise, bu degerlere ait salimm zamanla stetik degere yaklasarak
sonimlenmektedir. Sekillerden anlasilacagr gibi, sonim oramimn  arttirilmas
durumunda salimma ait genlikler statik degere daha cabuk yaklasacaktir. Ayrica,
viskoelastik malzemeye sahip tabakal1 kalin plaklarin dinamik davranslar: belirli bir

sure sonra sonumlenerek statik degere ulasacaktir.
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Durum 2) Anti-Simetrik Egik Acili Tabakalanma Durumu

h/2

v

v

hi2

N TN TN T

A P N g N P N\ g

VZ VZ

a) (45/-45) dizilime sahip plak kesiti b) (45/-45), dizilime sahip plak kesiti

Bu uygulamada kenarlarindan basit mesnetlenmis tabakali plak 2 ve 8 tabaka
dizilimi icin ¢ozUlmuUstdr. (45/-45) ve (45/-45), seklinde agil1 tabaka dizilimlerine
sahip plak kesitleri yukarida verilmistir. Simetri ve sinir sartlarn (SS-2) Cizelge
6.2'de verilmistir. Bu calismada onerilen metod ile ah=10 oramna sahip tabakal
plak icin elde edilen ¢ozimler, Reddy (2003)'te verilen yan-analitik metod
kullamlarak elde edilen sonucglar ile karsilastirilmistir. Tabakali plagin orta
noktasindaki ¢cokme ve egilme momenti degerleri grafikler Gizerinde gosterilmistir.

Oncelikle, tabakal1 plak, adim tipi yik etkisinde ¢ozulecektir. Tabakal1 plagin
orta noktasindaki ¢okmenin zamanla degisimleri (45/-45) tabaka dizilimi igin Sekil
6.28 de, (45/-45),4 tabaka dizilimicin ise Sekil 6.29 de gosterilmistir.

4,0
35 | + Bu Calisma (dt=0.00064) X Bu Calisma (dt=0.00032)
—30 | e Bu Calisma (dt=0.00016) —— Bu Calisma (dt=0.00008)

0,012 0,016 0,02

0 0,004 0,008

Zaman (s.)

Sekil 6.28. (45/-45) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla
degisimi
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2,0
+ Bu Galisma (dt=0.00064) X Bu Calisma (dt=0.00032)

= 15 © Bu Calisma (dt=0.00016) — Bu Calisma (dt=0.00008)
(o)
! 1,0 ~
=
€05 -
X
:Q
O

0,0

'0,5 T T T T

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.29. (45/-45)4 tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢gokmenin zamanla
degisimi

Tabakal1 plak icin bu tezde onerilen metod ile farkli zaman artim miktarlar
icin elde edilen ¢Ozimlerin durum 1'e benzer bigcimde birbiri ile cakistigi
gorulmektedir. Sekil 6.28 ve 6.29' un incelenmesinden (45/-45) 4 tabaka dizilimi icin
salinima ait genlik ve periyotlarin (45/-45) tabaka dizilimi icin bulunan genlik ve
periyotlardan daha kugik oldugu gorilmektedir.

Tabakali plagin orta noktasindaki momentin zamanla degisimi, (45/-45)
tabaka dizilimi icin Sekil 6.30'da, (45/-45), dizilimi icin ise Sekil 6.31'de
gosterilmistir.

120
+ Bu Calisma (dt=0.00064) X Bu Calisma (dt=0.00032)

100 - e Bu Calisma (dt=0.00016) —— Bu Galisma (dt=0.00008)
E
=
x
x
=
5
£
o
=

'20 T T T

0 0,004 8 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.30. (45/-45) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi
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120
+ Bu Calisma (dt=0.00064) X Bu Calisma (dt=0.00032)
1 -
00 © Bu Calisma (dt=0.00016) — Bu Caligma (dt=0.00008)
£
£
x
x
=
5
IS
(@]
=
'20 T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02

Zaman (s.)

Sekil 6.31. (45/-45), tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

Momentlere ait sayisal degerler incelendiginde, cokmeye benzer sekilde farkl
zaman artimlar1 icin elde edilen ¢ozimlerin hepsinin ¢akistigi gorilmektedir. Sekil
6.30 ve 6.31'in incelenmesinden (45/-45), tabaka dizilimi icin plak periyotlarinin
(45/-45) tabaka diziliminkinden ©Onemli Olglide daha kuguk oldugu, salimm
genliklerinin ise ¢ok az farkla kiigik oldugu gorilmektedir. Tabaka sayisi arttikga
moment salinimimin periyotlarnt 6nemli 6lglide azalirken genlikleri az da olsa
kiculmektedir.

Bu calismada 6nerilen metod ve yari-analitik metod kullamlarak farkli zaman
artimlar1 icin adim tipi yukleme etkisinde elde edilen ¢ozimler Sekil 6.32-6.35'te
karsilastirilmistir. Yari-analitik metod ile elde edilen ¢okme degerlerinin zamanla
degisimi Sekil 6.32 ve 6.33'te, moment degerlerinin zamanla degisimleri ise, Sekil
6.34 ve 6.35'te gosterilmistir.
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4,0

35 | Bu Calisma (dt=0.00064) — — - Reddy (dt=0.00064)
o R Reddy (dt=0.00032) — - — - Reddy (dt=0.00016)
30 - o Reddy (dt=0.00008) X Reddy (dt=0.00004)

g 25
2 2,0
—
215
4}
g10
& 05
0,0

-0,5 + T

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.32. (45/-45) tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla

desisimi

20 Bu Calisma (dt=0.00064) — — - Reddy (dt=0.00064)

------- Reddy (dt=0.00032) — - — - Reddy (dt=0.00016)

1,5 - o Reddy (dt=0.00008) X Reddy (dt=0.00004)
-~ X 3

Cokme, wx105 (m)
o
(6]

<)
[

0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

o
o
8
=

Sekil 6.33. (45/-45)4 tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢gokmenin zamanla

degisimi
140

Bu Calisma (dt=0.00064) — — — Reddy (dt=0.00064)
120 1 e Reddy (dt=0.00032) — - — - Reddy (dt=0.00016)
100 - @ Reddy (dt=0.00008) X Reddy (dt=0.00004)

(0]
o
1

[o2]
o

N
o

Moment, Mxx (N-m)
D
o

o

0 0,004 0,008

0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.34. (45/-45) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi
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140

Bu Calisma (dt=0.00064) — — — Reddy (dt=0.00064)
120 1 eeeeee Reddy (dt=0.00032) — - — - Reddy (dt=0.00016)
100 - e Reddy (dt=0.00008) X Reddy (dt=0.00004)

€ .

=

x

x

=

5

£

o

=
_20 T T T T

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.35. (45/-45), tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

Sekil 6.32-6.35'in incelenmesinden yarni-analitik yontem sonuclarinin
0.00004 ve daha kiguk zaman artim miktarlarn igin tutarli sonuglar verdigi
anlasiimaktadir. Sekillerden gorilecegi Uzere, Laplace uzayinda cok kaba zaman
artim (0.00064 s.) kullanilarak elde edilen degerler ile, zaman uzayinda yari-analitik
yontemle ¢ok daha stk zaman artimi (0.00004 s.) kullanilarak elde edilen degerlerin
ancak birbiri ile ortUstigt gorilmektedir. Genel olarak bu tezde 6nerilen yontem ile
elde edilen sonuclar yari-analitik yontemle elde edilen sonuclara gore daha tutarl:
oldugu gorulmustar.

Tabakal1 plaklarin viskoelastik davramsim incelemek amaciyla (45/-45) ve
(45/-45), tabaka dizilimleri icin plaklarin viskoelastik dinamik analizleri yapilmus;
elde edilen ¢cokme ve moment degerlerinin zamanla degisimleri Sekil 6.36-6.39' da
gosterilmistir.
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4,0
——Bu Calisma (g=0.0) —a— Bu Calisma (g=0.0001)
35 1 —o—Bu Calisma (g=0.0004) —=—Bu Calisma (g=0.001)
=30 1 e— Statik

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)
Sekil 6.36. (45/-45) tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla
degisimi
18 ——BuCama(g=00) —2—Bu Calisma (g=0.0001)
14 —o— Bu Calisma (g=0.0004) —&—Bu Calisma (g=0.001)
g ]
310
x
=
206
X
o)
©0.2
'0,2 T T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)
Sekil 6.37. (45/-45)4 tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢gokmenin zamanla
degisimi
120
—Bu Calisma (g=0.0) —a— Bu Calisma (g=0.0001)
100 - —o—Bu Calisma (g=0.0004) —&—Bu Calisma (g=0.001)
£
£
%
=
5
£
(@]
=
_20 T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02

Zaman (s.)

Sekil 6.38. (45/-45) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

95



6. BULGULAR VE TARTISMA Mehmet Fatih SAHAN

120
—Bu Calisma (g=0.0) —A— Bu Calisma (g=0.0001)
100 - —o— Bu Calisma (g=0.0004) —&—Bu Calisma (g=0.001)
— Statik

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.39. (45/-45), tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

Sekil 6.36-6.39'da statik ¢cozim, elastik-dinamik ve farklt sonim durumlar:
icin viskoelastik ¢Ozimler de gOsterilmistir. Beklendigi gibi, elastik-dinamik
davranisa ait cokme ve momentler statik degerler etrafinda salinima devam ederken;
viskoelastik durumda ise, bu degerlere ait salimm zamanla stetik degere yaklasarak
kaybolmaktadir. Sekil 6.36-6.39'dan anlasilacagi gibi, sbnim oranimin arttirilmasi
durumunda salimma ait genlikler statik degere daha cabuk yaklasmaktadir. Ayrica,
viskoelastik malzemeye sahip tabakal1 kalin plaklarin dinamik davranslar: belirli bir
stre sonra sonimlenerek statik degere ulasmaktadir.

Ikinci olarak; siniizoidal yik etkisindeki tabakali plaklarin viskoelastik
davranislart incelenecektir. (45/-45) ve (45/-45), tabaka dizilimleri igin sintzoidal
yuk etkisindeki plaklarin viskoelastik dinamik analizleri yapilmis; elde edilen ¢okme

ve moment degerlerinin zamanla degisimleri Sekil 6.40-6.43'te gosterilmistir.
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35
3,0 - Bu Calisma (g=0.0) —&— Bu Calisma (g=0.0001)
25 —o— Bu Calisma (g=0.0004) —&— Bu Calisma (g=0.001)
E20 ASoody, ~ — Statik
2 1,5 =\
< 10
> ]
=05
()
£o0
X-05
©-1,0
-1,5
-2,0
2,5 T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)
Sekil 6.40. (45/-45) tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢okmenin zamanla
degisimi
15
Bu Calisma (g=0.0) —&— Bu Calisma (g=0.0001)
10 - —o— Bu Calisma (g=0.0004) —&— Bu Calisma (g=0.001)
g ’
(=
< 05
=
£ 00
X
e}
O
-0,5 -
1,0 T T T T
0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)
Sekil 6.41. (45/-45), tabaka dizilimi igin plagin orta noktasindaki ¢gokmenin zamanla
degisimi
120
100 | Bu Calisma (g=0.0) —&— Bu Calisma (g=0.0001)
80 - —o— Bu Calisma (g=0.0004) —&— Bu Calisma (g=0.001)

-80

0 0,004

0,008 0,012
Zaman (s.)

0,016 0,02

Sekil 6.42. (45/-45) tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin

zamanla degisimi
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80

Bu Calisma (g=0.0) —2&— Bu Calisma (g=0.0001)
0.0004) —&— Bu Calisma (g=0.001)

-60

0 0,004 0,008 0,012 0,016 0,02
Zaman (s.)

Sekil 6.43. (45/-45), tabaka dizilimi icin plagin orta noktasindaki My, momentinin
zamanla degisimi

Sekil 6.40-6.43'te statik ¢oziim, elastik-dinamik ve farkli sonim durumlar:
icin viskoelastik ¢Ozimler de gOsterilmistir. Beklendigi gibi, elastik-dinamik
davranisa ait cokme ve momentler statik degerler etrafinda salinima devam ederken;
viskoelastik durumda ise, bu degerlere ait salimm zamanla stetik degere yaklasarak
kaybolmaktadir. Sekil 6.40-6.43'ten anlasilacagi gibi, sbnim orammnin arttirilmast
durumunda salimma ait genlikler statik degere daha cabuk yaklasmaktadir. Ayrica,
viskoelastik malzemeye sahip tabakal1 kalin plaklarin dinamik davranslar: belirli bir

stre sonra sonimlenerek statik degere ulasmaktadir.
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7.SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada viskoelastik malzemeye sahip ortotropik kalin plaklarin ve
tabakal1 ortotropik kalin plaklarin dinamik davranislart sonlu elemanlar metodu
yardimiyla Laplace uzayinda arastirilmistir. Elde edilen ¢ozimler, hem analitik hem
de SEM ve direk integrasyon metodlari yardimiyla elde edilen ¢ozumler ile
karsilastinlmistir. Plak veya tabakali plak malzemesinin ortotropik ve lineer
viskoelastik oldugu kabul edilmistir. Sistemi idare eden hareket denklemi SEM
kullanilarak zaman uzayinda elde edilmistir. Ardindan, sistem hareket denklemine
Laplace donusimt uygulanarak elde edilen lineer cebrik denklem takimi, bir dizi
Laplace parametresi icin donismuis uzayda ¢ozulmektedir. Bu tezde, viskoelastik
malzeme icin Kelvin modeli uygulanmustir. Viskoelastik malzeme durumunda elastik
sabitler, elastik-viskoelastik analojisi yardimiyla, Laplace uzayinda kompleks
karsitlar: ile yer degistirmektedir. Laplace uzayindan zaman uzayina déntisumu igin
Durbin’in modifiye edilmis ters Laplace donisim metodu kullaniimistir. Bu tezde
Onerilen metodun esaslar1 dogrultusunda asagidaki sonuclar elde edilmistir:

Laplace donusim uygulanarak, dinamik problem statik hale dénismekte ve
boylece Laplace uzayinda elde edilen lineer denklem takim sayisal olarak
cOzulebilmektedir. Zaman uzayina gecis icin etkin bir sayisal ters Laplace donistim
metodu kullamlmustir. Dinamik yikleme atindaki problemlerde sonim etkisi
Laplace uzayinda kolay bir sekilde ele alinabilmektedir. Ayrica, Laplace uzayindaki
cozumlerde dogal titresim periyotlari ve mod sekillerine de ihtiyag duyulmamaktadhr.

Bu calismada 6nerilen metod ile farkli zaman artimlar: icin elde edilen lineer
elastik veya viskoelastik malzeme durumlar icin hesaplanan ¢okme ve egilme
momenti degerlerinin analitik sonuglar ile gakistigr gorulmastur.

Viskoelastik durumda ¢okme ve moment degerlerine ait salintm zamanla
statik degere yaklasarak kaybolmaktadir. Sonim oranimin arttirilmas: durumunda
salimma ait genlikler statik degere daha cabuk yaklasmaktadir. Genel olarak,
viskoelastik malzemeye sahip ortotropik kalin plaklarin veya tabakali kalin plaklarin
dinamik davramslar: belirli bir siire sonra sbnimlenerek statik degere ulasmaktadir.
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Tabakal1 plaklarda, genel olarak, tabaka sayisimin artmasi durumunda
¢cokmeye ait salinim genlikleri ve periyotlarimn azaldigi gorulmektedir. Dik agili
tabakalara sahip plaklarda ise, tabaka sayisi arttikca momente ait genlikler artarken,
periyotlar ise kuculmektedir. Egik acil1 tabakal1 plaklarda ise, tabaka sayisi arttikga
momente ait periyotlarda énemli 6lclide bir azalma gorulirken, genliklerde az da
olsa bir kiiglilme gorulmektedir.

Sonlu elemanlar ve Newmark metodlarinin birlikte kullamimasiyla elde
edilen ¢Ozimlerin dogrulugu zaman artim miktarimn uygun olarak secilmesine
baglidir. Bu nedenle dogru zaman artim miktarimin segilmesi ¢ok dnemlidir. Bu tezde
Onerilen metod ile kaba zaman artim miktarlart kullamlsa bile istenilen hassasiyete
sahip ¢oztimler elde edilebilmektedir. Bununla beraber, ¢ozim streleri dikkate deger
bir oranda azalmaktadir. Benzer sekilde Navier-Newmark metodunda da, zaman
artim miktarlarinin uygun secilmesi halinde ancak istenilen hassasiyette sonuglar
el de edilebilmektedir.

Sonug olarak, bu tezde Onerilen ¢6zim metodunun achm adim integrasyon

metodlarina gore ¢ok daha etkin oldugu drnekler Gzerinde gosterilmistir.
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EK 1: Durbin’in Modifiye Edilmis Sayisal Ters L aplace Dénlisim M etodu

Laplace donlsum uzayinda bilinmeyenler bulunduktan sonra, zaman uzayina
donusturilmesi gerekmektedir. Bu calismada, Laplace uzayindaki c¢ozimlerden
zaman uzayina gecis icin Fast Fourier Transforma (FFT) dayali Durbin’in (1974)
modifiye edilmis sayisal ters Laplace donistim metodunu kullamlmistir. Durbin’in

modifiye edilmis metoduna gore, ters Laplace donisime ait formilasyon asagida

Ozetlenmistir:
opdidt & 1 (_ PN @2y au
f(t. & —ReF@(+Reiq (F(s.)L . Je N v,
(,)@?g > dFal :90( soL) Bt/)g (Ek 1.1)

(=0,1,2L_,N- 1)

Burada s, = a+ik% , N =i olup s¢ ise k ninc: Laplace dontisim parametresini

gostermektedir. T ¢ozim araligi olmak Uzere, Dt zaman artim miktarichr. Ilgili
literatirde sayisal ters Laplace donUsum icin ‘al’ degerinin 5 ile 10 degerleri
arasinda secilmesi halinde iyi sonuclar verdigi ifade edilmektedir. Bu calismadaki
¢ozimlerde ‘al” degeri ‘6’ olarak dikkate alinmistir. Narayanan (1979), Laplace
uzayinda elde edilen degerlerin Lanczos (L) faktoru ile carpilarak modifiye edilmesi
halinde cok dahaiyi sonuclar elde edildigini belirtmektedir.

(Ek 1.2)

Buradak=0ic¢in Lo=1 olarak alinmaktadir.
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EK 2: Ornek Probleme ait Analitik C6ziim
Reismann ve Lee (1969), kenarlarindan basit mesnetlenmis dikdortgen plagin
analitik ¢cozimunu asagidaki sekilde elde etmislerdir. Plak geometrisi ve yukleme

Sekil 6.1’ de verilmistir. Plaga ait sinir sartlar asagida verilmistir.

x=0vex=1, w=M=1,=0

y=0vey=b, w=My=1,=0 (Ek 2.1)

Asagidaki ifade, (2.1) denkleminde verilen sinir sartlarint saglamaktadhr.

nrm

W (x y) = A, Sinmmx smTy
nrm

" (x,y) = By COS MM sinTy (Ek 2.2)
nm

Yy M) (x,y) = C,pppy SIN MTX cosTy

Burada m,n=1,2,3,... seklindedir. Amn, Bm, Cn katsayilar asagidaki denklemin

¢cozulmesindene elde edilir.

[ n? k? nm k2 1 [Amn]
k*m? | m? + — 52 -2 mm— P
k2 n? k2 ,mn
o 22,2 2.2 42 - =
_mn " [y mém? + &4 52 + " an] [n w2 5 By, 0 (Ek2.3)
k2 2 k2
il [Eznm +y2n? — +—— 02 ]
- b B « B « - —Cmn—

Burada, matrise ait terimlerde yer alan katsayilar asagida verilmistir.

K2 1 h?
k? = _— 52 =— a’ =
2(1+v) 2(1+v) 12a?
n? = 1 y2 = 1
2(1-v)' 1—v?
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Burada, katsayilar icin k2 =086, v=03 h=02 a=1, B=+2 degerleri
kullamlmagtir.

C6zim icin oncelikle (Ek 2.3) denkleminde verilen katsayilar matrisinin
determinantint sifir yapan 3 farkli W, degeri hesaplanmaktadir. Am, B, Cm
katsayilar elde edilen Wy, degerlerinin (Ek 2.3) denkleminde yerlerine konulmasi
ile elde edilen denklemin es zamanli olarak (Ek 2.2) denkleminin asagida verilen (Ek
2.4) integralinde yerine konulmasi ile elde edilen denklem ile birlikte ¢oztlmes ile

bulunur.
1 0B . ] ) . . .
f f (W(L)W(t) + azlpx(l)lpx(l) + azlpy(l)lpy(l))dxdy =1 (Ek 2.4)
0 0

Bu durumda zorlanmus titresim probleminin ¢ozimuine ait denklem asagidaki

sekilde yazilir.
© o 3
Wy =) Z D WO, Y) Gy ()
m=1n=1r=1
[e) o) 3
By = D D 6, G (6) (Ek25)
m=1n=1 r=1
© oo 3
Py = D > > P y) G ()
m=1n=1r=1

Burada, yuk terimi, gm(t) asagida sekilde elde edilmektedir.

4BPoAmnr . . nmv __ mn§ . nme
Tmnr(l—cosﬂmnrt)smmnusm 3 sin > sin 27 (Ek 2.6)

Gmnr (t) =

(Ek 2.2) ve (Ek 2.6) denklemlerinin (Ek 2.5) denkleminde yerlerine konulmas ile
plaga ait ¢cozim asagidaki sekilde elde edilir.
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3
. . nmy
ZGmnr(t) A SINMTIX smT

r=

. nmy
sznr (t) Bypnyr COSMTX SIN T (Ek 2.7)

r=1

3
. nrm
Z Gmny (£) Cpmye SINMTIX cos—y

B

II
NIEEINGE ng
s B0V iMs

1r=1

3
I
3
[

Burada G (t) asagidaki ifadeden el de edilmektedir.

4B A i . nmv . mnd | nme
Gmnr(t)=Wg’$‘;ﬁ(l—cosﬂmmt)smmnusm 5 sin—— sin 25 (Ek 2.8)

Burada, Gy (t) 1IN u=1/2, v=p/2, § =e€=20, x=1/2, y=p/2
degerleri kullamlmistir. 6 = h/a seklinde elde edilmektedir. Plak egilme momentleri
ise asagidaki sekilde hesaplanmaktadir.

n . . nmy
Z (manr +v E Cmnr> Gy () SINMTX SIN T (Ek 2.9)

- n i . nmy
z (Vmanr + 3 Cmnr> G (t) sSinmmx sin 5 (Ek 2.10)

Yukarida Ozetlenen anadlitik ¢ozime ait programn Mathematica 5.1 ile

hazirlanmis ve asagida verilmistir
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Print ["Basit nesnetli dikdortgen plak(Reismann & Lee - Analitik cozum"]

b=+42;a=1 p0=1;p=1, h=0.2,v=0.3, B =1
B=+2; x=4/0.86; u=1/2, v=p/2,x=1/2, y=8/2;
e=h/a 6=2+x6, e =2x6;

k=vV2/ 2% (1+v));

KK = {{kz*nz*(n‘?+n2/ﬁ2)-lam m*7r*|(2/a, n*ﬂ*kz/(B*a)},
{m*n*kz/a, 72*71'2*”‘?+(§2* 7r2*n2)/32+k2/a2-lam r]z*n‘z*m*n/B},

{n*n*kz/ (B*xa), nz*nz*m*n/ﬁ, §2*7r2*n‘?+ (72* 7r2*n2)//32+k2/a2—|am}};

coz = Det [KK];

nsay = 20;

tnmax = 81. 92;

At =0.32;

ni = (tnmax/at) +1;

t=0; tb=0; i =0;
dizil=Table[i «0, {i, ni}1;
dizi2=Table[i «0, {i, ni}1;

NT = O;
(Label [basla]; i =i +1; w=0; nom=0,

Do| sol = Sol ve[coz == O, | an;
Lam=1amy/. sol ;

KA = {{kz*nz*(n‘?+n2/ﬁz)-Larn[[r]] , m*7r*k2/a, n*7r*|(2/(/3*a)},
{m*n*kz/a, 72*71'2*”‘?+(§2* 7r2*n2)//32+k2/a2-Larn[[r]], nz*nz*m*n/ﬁ},
{n*n*kz/(ﬁ*a), nz*nz*m*n/ﬁ, §2*7r2*ﬂ‘?+ (72* 7r2*n2) //32+k2/a2-Lam[[r]] }},

A= {)Ak, B(, G‘(},
coe=Solve[KA A= 0, {Ak, Bk, K}I;

OTI“:O(;

Bm =Bk /. coeg;
Bm = Part [Bm, 17;
A= ax A /. COE;
Am = Part [Am, 17;
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intar =
1

mn
(S n[6.283185307179586" m]
((-0. 056269769759819135° Anm? +0. 00018756589919939718" Bm? -
0. 00018756589919939718 Chlnz) n+
(0. 008955612003918069" Anm? - 0. 000029852040013060236"
Bm? - 0. 000029852040013060236" Cmnz) S n[6. 283185307179586" n]) +
m
( (0. 3535533905932738" Am? + 0. 0011785113019775796° Bm? +
0. 0011785113019775796" sz) n+
(-0. 05626976975981914" Anm? - 0. 00018756589919939718" Bm? +
0. 00018756589919939718 Omz) S n[6. 283185307179586" n1));
int=intar-10;
ckat = Sol velint == 0., KJ;
amr = Kk /. ckat;
Gwr = Part [Qmr, 17;
Bmr = Bm/. k- Gmr;
Amr = Am /. k- Qmr;

SnN[MenxUl *S N[NxwxV /BRI *SN[Mekmx6/2] *S N[Nxtxe/ (2%B) ] ;
W= W+ gnmr « AMr « S N[MmxxxX] *S N[N*7wxY/B];
NOM= NOM+ (M« Bimr + v+ N+ Qmr /B) »gmr « S N[Mx 7w+ X] * S N[N* 7wy /B];
{m 1, nsay, 1}, {n, 1, nsay, 13, {r, 1, 3, 1} ];
w= W= B/ po;
NDM= -7+ ¥° % NOM& B / pO;
dizilrrigi=w
Print["i=",i," t=",t," icin cokne=", dizi1[[i]1];
dizi2[[i]]=nom
Print["i=",i," t=",t, " icin nonent =", dizi2[[i]11];
t =t +At;
NTI= NT+1,;
I [t <=t nax, G)tO[basIa]];);

depl asman=Tabl e[ { (i -1) =at, dizi1[[i 11}, {i, NI}1;
nonent = Tabl e[{ (i -1) =at, dizi2[[i]1}, {i, NI}1;
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EK 3: Antisimetrik Tabakali Kompozit Plaklarin Navier Cozimi

Kenarlarindan basit mesnetlenmis antisimetrik tabakali kompozit plaklarin
birinci mertebe kayma deformasyon teorisine gore yan-analitik ¢ozimu asagida
verilmistir (Reddy, 2003).

Durum 1: Dik Aaili Olarak Antisimetrik Tabakalanmis Kompozit Plak

Kenarlarindan basit mesnetlenmis tabakal: plak icin BKDT’ ye gore SS1 sinir
sartlar asagida verilmistir.

Uo(X,0,0)=0, uo(x,b,t)=0, wo(0,y,t)=0, Vo(a,y,t)=0,
Wo(%,0,0)=0, wo(x,b,1)=0, wp(0,y,t)=0, wo(a,y,t)=0, (Ek 3.1)
fx(x,0,t)=0, fx(x,b,)=0, fy(0y,)=0, f(ay,t)=0,

Plaga ait deplasmanlar (Ek 3.1) denkleminde verilen smir sartlarim
saglayacak sekilde cift Forurier seriss yardimiyla asagidaki sekilde ifade
edilmektedir.

uo(x,,1) =n§:
vo(x,y, t) =n§:
wo(x,y,t) :2

0y (x,y,t) = i

z U (t) cOs ax sin By
m=
z Vin (t) sinax cos By
m=

Wi (t) sinax sin By (Ek 3.2)

L

Xmn (t) cos ax sin By

Ymn(t) sinax cos By

Nk ?:Ms

117



Buradaa=mp/a, b= np/a olup (Um, Vi, Win, Xmm, Ymn) 15e sabitlerdir.
Plak Gzerine etki eden yayil1 yik, g, ¢ift Fourier serisi yardimiyla asagidaki
sekilde ifade edilehbilir.

qlx,y, t) = Z Z Qmn () sinax sinPy (Ek 3.3)

n=1m=1

Burada Qm, asagidaki sekilde elde edilir.

o sinuzoidal yUk icin m=n=1
Qmn =1 16q, (Ek 3.4)
mn 2 uniformylk icin mn=1735,....

Antisimetrik olarak dik acili tabakal1 plak icin asagidaki rijitlik terimleri sifir
olarak dikkate alinir.

A16=0, A2%=0, As=0, B1s=0, B2=0, D16=0, D=0, [1=0 (Ek 3.5)

Antisimetrik olarak dik acili tabakali plaklarin Navier ¢ozimi asagidaki
denklem takimu ile elde edilir.

[S11 S12 0 514 S15] (Umn\
[S12 S22 0 594 525 | Vinn
0 0 s33 S33 S35|3 Wi

l514 S24 S34  Sas 545J Xmn
S15 S5 S35 Si5  Sssd Vg

my, O 0 0 01(Um) [0\
0 m22 0 O O ] an O
+| 0 0 M33 0 0 | Wmn =9 CQmn (Ek 3.6)
0 0 0 my O || | L 0
lo o 0 0 mel ) 0
Burada sj ve m;
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s11 = (A110% + Agef?), 512 = (A1z + Agg)af

14 = (B11a® + BgefB?), s15 = (Biz + Beg)afs

S22 = (Aes@® + AzB?), Sp4 = 515

S25 = (Bes@” + Bpaf8?), 533 = K(Assa® + AyufB?)

S34 = KAss@t, S35 = KAgaf, Sas = (D11a® + DggfB* + KAss)
S45 = (D12 + Dgg)aP, Sss = (Dge@® + Dpp8? + KAyy)

My = My = Mgz = I, Myy = Mgs = I, (Ek 3.7)

olarak tarif edilmektedir. Egilme momentleri ise asagidaki denklem ile

hesaplanmaktadir.
Mx b © Bll B12 O —OlUmn Sln ax Sln By
M, | = Z Z By, By, O —BVpnn Sinax sin By
Myy| m=1n=1L 0 0  Bgel ( (BUpyp + @Vppy,) COS ax cOS By
© © Dll D12 O _aan Sln ax Sln By
+ Z Z Di, Dy O —BY,,, sinax sin By (Ek 3.8)
m=1n=1L 0 0  Dgel ( (BX;n + a¥pmyn) COS ax COS By

Durum 2: Egik Acili Olarak Antisimetrik Tabakalanmis Kompozit Plak

Kenarlarindan basit mesnetlenmis tabakal: plak icin BKDT’ ye gore SS2 sinir

sartlar asagida verilmistir.

Uo(0,y,t)=0, uo(a,y,t)=0,  Vvo(X,0,t)=0, Vo(x,b,t)=0,
Wo(%,0,0)=0, wo(x,b,t)=0, wp(0,y,t)=0, wo(a,y,t)=0, (Ek 3.9)
fx(x0,0)=0, fx(x,bt)=0, fy(Oy)=0, fy(ay,t)=0,

Plaga ait deplasmanlar (Ek 3.9) denkleminde verilen smir sartlarim

saglayacak sekilde cift Forurier seris yardimiyla asagidaki sekilde ifade
edilmektedir.
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uo(x, y,t) = Z Z Upmn(t) sinax cos By
n=1m=1

vo(x,y,t) = Z z Vin (t) cOs ax sin By
n=1m=1

wo(x,y,t) = Z z Wi (t) sin ax sin By
n=1m=1

D,(x,y,t) = Z Zan(t) cos ax sin By
n=1m=1

@, (x,y,t) = Z Z Yn (t) sinax cos By

n=1m=1

Buradaa=mp/a, b= np/a olup (Umn, Vim, Wi, Xmn, Ymn) iSe sabitlerdir.

(Ek 3.10)

Plak Uzerine etki eden yayili yiUk, q, cift Fourier serisi yardimiyla dik agili
tabakal1 plakta verilen (Ek 3.3) denklemi ile edilmektedir. Antissimetrik olarak egik

acil1 tabakal1 plak icin asagidaki rijitlik terimleri sifir olarak dikkate alinr.

A16=0, A2%=0, As=0, B11=0, B1,=0, B2=0, Bg=0,
D16=0, D2=0, [1=0

(Ek 3.11)

Antisimetrik olarak egik acili tabakali plaklarin Navier ¢ozimiu (Ek 3.6)

denkleminde verilen denklem takiminin aymsidir. Denklem takimindaki s; ve my;

terimleri asagida verilmektedir.

s11 = (A11a® + AgeB?), 512 = (Arp + Age)af

513 =0, 514 = 2B16af, 515 = (B16@® + Bysfs?)

S22 = (Aes@® + A2B%), 523 =0, Sp4 =S15, Sz5 = 2Bpeafs
33 = K(Assa® + Asa?), S34 = KAssa, 535 = KAy

S4a = (D110 + Dggf3? + KAgs)

S45 = (D12 + Dgg)aP, sss = (Dge@® + Dpp 8% + KA,,)

My = My = M3z = I, Myy = Mgs = I
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(Ek 3.12)



Egilme momentleri ise asagidaki denklem ile hesaplanmaktadir.

M, ® ®r 0 0 By Uy, COS ax COS By
M, | = Z Z 0 0 By BV COS ax COS By
Myy| m=1n=1lB1is B2s O 1| —(BUppn + aViyy,)sinax sinBy
© ©r1Dy; Dy O —aXy, Sinax sin By
+ Z Z Dy Dy O — Y,y Sin ox Sin By (Ek 3.13)
m=1n=1L 0 0  Dgel ( (BX;n + a¥pny) COS ax COS By

(Ek 3.6) hareket denkleminin ¢ozimi, Newmark -acim adim integrasyon-
metoduyla yapilmaktadir.
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